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内 容 简介 
本 书 系 统 地 从 绍 了 线性 代数 的 方法 。 第 一 部 分 是 “解析 理 详 ”， 妈 矩阵 论 ， 
介绍 了 它 的 六 大 基本 方法 ， 第 二 部 分 为 “几何 理论 ”， 详 细 介 绍 了 四 个 基本 的 方 


法 。 此 外 ， 每 章 都 配 有 大 量 的 例题 和 习题 ， 较 难 的 习题 都 附 上 了 提示 。 本 书 可 供 
理工 科 师 生 和 线性 代数 自学 者 阅读 与 参考 ， 也 可 供 报考 研究 生 的 读者 作为 复习 的 


材料 。 
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本 书 介 绍 了 处 理 线性 代数 问题 的 各 种 方法 。 作 者 在 多 年 讲授 本 课 
程 的 过 程 中 ， 经 常 听 到 有 些 学 生 反映 ， 线性 代数 解 题 方 法 “灵活 多 
变 ， 不 易 捉 摸 ”。 事 实 上 ， 不 少 人 学 后 尚 能 动 口 《内容 似乎 伐 ) ， 但 
不 能 动手 〈 分 析 问 题 和 解决 问题 的 能 力 较 差 ) 。 为 有 助 于 解决 这 一 矛 
盾 , 同 时 也 为 了 区 别 于 一 般 教 科 书 和 习题 集 , 本 书 着 重 于 概念 的 运用 和 
方法 的 归纳 ， 并 配 有 大 量 的 例题 和 练习 ， 大 多 数 习 题 附 上 了 提示 。 因 
此 ， 本 书 不 但 可 作为 理工 科学 生 学 习 线性 代数 的 参考 书 ， 也 可 作为 广 
大 自学 者 和 报考 研究 生 的 读者 作为 复习 线性 代数 的 综合 性 材料 。 

本 书 在 “解析 理论 ”这 一 部 分 中 ， 详 细 介 绍 了 甜 阵 论 的 六 大 方 
法 ， 讨 论 了 方 阵 的 各 种 标准 形 ， 对 于 “ 九 何 ” 理 论 的 六 大 方法 ， 则 选 
择 其 中 四 个 常用 的 方法 进行 详细 的 论述 。 至 于 具体 的 计算 方法 ， 一 般 
就 不 再 写 入 。 此 外 ， 为 节省 篇 旺 ， 本 书 略 去 了 一 般 线 性 代数 教科 书 中 
常见 的 定理 证 明 ， 但 对 其 他 书 上 很 少 出 现 的 一 些 有 用 而 又 容易 接受 的 
方法 ， 则 在 有 关 地 方 作 了 介绍 。 因 此 ， 本 书 也 可 供 讲授 线性 代数 的 教 
师 阅读 与 参考 。 

编者 多 年 来 为 复旦 大 学 学 生 讲授 线性 代数 ， 并 数 次 为 报考 研究 生 
的 学 生 开设 线性 代数 理论 与 方法 的 复习 辅导 讲座 ， 因 此 本 书 主要 取材 
于 编者 的 讲稿 。 书 中 归纳 的 主要 方法 和 理论 是 编者 在 执教 过 程 中 的 经 
验 与 体会 ， 限 于 本 人 的 水 平 ， 难 免 有 处 理 不 有 要 与 片面 之 处 ， 甚 至 可 能 
会 有 某 些 错误 ， 县 切 希 望 广 大 读者 批评 指正 。 


屠 伯 吉 。1984 年 国庆 


线性 代数 的 基本 内 容 与 学 习 要 求 


组 性 代数 由 两 大 方面 组 成 ， 一 为 矩阵 论 部 分 ， 也 称 为 组 性 代数 的 
解析 理论 部 分 ; 二 为 线性 代数 的 “几何 ”理论 部 分 。 

矩阵 论 部 分 比较 具体 ， 它 所 要 解决 的 问题 也 相当 明确 ， 而 解决 问 
题 的 方法 虽然 是 多 种 多 样 的 ， 但 其 主要 的 ， 是 六 大 基本 方法 之 运用 
《计算 方法 未 列 入 其 中 ) 。 关 于 这 部 分 的 要 求 , 除 了 要 掌握 主要 的 基本 
结论 以 及 基本 运算 外 ， 应 以 掌握 六 大 基本 方法 之 运用 为 主 ， 并 且 兼 及 
其 他 方法 。 

“几何 ”理论 部 分 比较 抽象 ， 由 于 它 的 基本 概念 是 以 代数 、 分 
析 、 了 几何 等 方面 的 某 些 概念 作为 雏 型 而 抽象 出 来 的 ， 因 此 重点 应 放 在 
对 这 些 概念 的 理解 与 运用 上 ， 具 体 地 说 : 一、 要 求 对 线性 空间 公理 系 
统 的 意义 与 作用 有 初步 的 了 解 ， 并 能 用 公理 系统 论证 一 些 基本 结论 ， 
以 初步 训练 严谨 的 思维 与 严格 的 逻辑 推理 能 力 ， 为 学 习 现 代数 学 走 好 
第 一 步 ， 二 、 要 求 能 初步 将 基本 概念 及 由 其 推导 出 来 的 基本 结论 运用 
到 代数 方面 、 分 析 方 面 以 及 几何 方面 ， 三 、 要 求 会 运用 “几何 ”理论 
中 的 六 个 基本 方法 中 的 四 个 方法 ， 并 了 解 另外 两 个 方法 的 运用 。 
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第 一 部 分 “线性 代数 的 “解析 理论 ” 


第 一 章 矩阵 
在 本 书 中 ， 称 以 数 @j; 为 元 素 的 m 行 n 列 矩 阵 
CI 0I2 … Ain 
Q21 Ca lan 
A= 


Om Gm Oo 


为 mxn 阵 ， 简 记 为 A4= (aw)mxno 当下 = 天 时， 即 4= (aw)nxs 为 方 阵 
时 ， 称 4 为 n 阶 阵 (或 n 级 阵 ) ， 称 n x1 阵 为 n 维 列 向 量 , 称 1xn 
阵 为 n 维 行 向 量 ， 以 A 表示 入 的 转 置 阵 ， 即 A = 《by)axms by= ji， 
i= 1;2，…23 j=1s2，…smo 为 节省 篇 幅 , 今 后 常用 @ = 《ai sa,… 4n)? 
表示 列 向 量 。 | 

称 以 实数 为 元 素 的 方 阵 为 实 方 阵 ! 以 复数 为 元 素 的 方 阵 为 复方 
阵 。 

在 本 书 中 用 得 最 多 的 两 种 实 方 阵 是 实 对 称 阵 及 正 交 阵 ， 它 们 的 定 
义 分 别 为 : 

设 4= (as)sxn 是 实 方 阵 , 且 A=A’,， 即 @y=an; i,j=1,2,*…,h， 
则 称 4 为 实 对 称 阵 。 

设 和 4 是 n 阶 实 阵 ， 且 Ah’ = pm， 则 称 4 为 正 交 跨 ， 这 里 了 表示 
阶 单位 阵 。 


$1 基本 概念 与 基本 结论 


本 章 的 主要 概念 有 三 ， 即 矩阵 的 分 块 与 分 块 矩阵 ! 非 异 阵 及 其 道 
阵 ; 秆 阵 的 初等 变换 与 初等 阵 。 上 述 三 者 与 “矩阵 的 秩 ” 《〈 见 第 三 、 
四 章 》 及 “ 短 阵 的 特征 值 ” ( 见 第 五 章 〉 是 矩阵 中 最 基础 的 概念 。 


8710348 .i 


一 、 关 于 矩阵 的 分 块 与 分 块 矩阵 
若 将 mxn 阵 A 作 如 下 分 块 : 


ni ns ET ne 
m /An A, : A | 
-ms Asy Ass … 4 | =(43) (1) 


m \An A … A 


其 中 ， 子 块 (或 称 子 矩 阵 ) As 是 mxnmy 阵 ， 忆 m4=mm, 习 m=m 则 
4 既是 以 数 为 元 素 的 mxn 阵 ， 又 可 将 4 看 作 以 子 矩 阵 As 为 元 素 的 
rxs 分 块 矩阵 。 
与 数 为 元 素 的 矩阵 一 样 ， 分 块 矩 阵 也 有 三 种 运算 ， 加 法 、 数 量 乘 
法 与 乘法 、 以 屁 法 运算 最 为 重要 ， 它 的 运算 规则 如 下 。 
设 B 是 nxp 阵 ， 若 将 B 作 如 下 分 块 ; 
Dl Db» "bt 
ni/B: By, … Br 


Ud 
B= B, BB,» »** B; = (By)sxt 馆 P=p 
hs 至, B,, “°° B,: 
则 

Di bs; Dt 
7 Cr C's “"* Cs 
Mm CC C 
AB = (A) rs 。 (Bi)ext = 。 人 和 
Cl Cr 可 Cs 

其 中 


Ci= AunBi;+ AiB,;+ + AisB,;= 2 AnBa 
i=1,2,°" ,7s j=1,2,°",t 


2 +» 


换言之 ， 斋 个 分 块 扼 阵 在 作 乘法 运算 时 ， 必 须 符 合 两 个 条 件 《1) 
《Bwy) ext 的 行 数 与 (4s)rxs 的 列 数 相 同 (都 是 s)， 《〈2) 分 块 后 的 子 矩 
阵 的 乘法 都 要 有 意义 〈 指 凡是 要 相 屁 的 子 块 ) ， 这 两 者 缺 一 不 可 ， 下 


面 的 例子 就 是 错误 的 ， 
例 若 n 阶 阵 F 的 分 块 是 

0 0…0 一 an n-1 1 
1 0%%0 ~an-i 1 0 一 Qnr 

F=| 0 1…0 ~an-, |= ( | 
Pouse n~1 

Tn_1 人 

0 0 上 一 Qi 


其 中 Ta: 是 2-1 阶 单位 阵 ，c= (=- ai -ar 一 00)7， 按 此 分 块 
法 就 不 能 求 F， 因 为 从 
n~—1 1 n-1 1 


0 —an 0 一 0Gr 
mr 


nl li a n—1 & 
中 看 出 ， 虽 然 前 者 的 列 数 与 后 者 的 行 数 相同 ， 然 而 要 相 乘 的 子 人 矩阵 却 
不 能 进行 乘法 运算 〈 因 为 前 者 子 矩 阵 的 列 数 与 后 者 子 和 矩阵 的 行 数 不 相 
同 )。 本 例 中 的 方 阵 F 常 称 为 弗 罗 本 尼 乌 斯 (Frobenius) 阵 。 
另外 ， 若 4 的 分 块 法 如 〈1) 那样 ， 则 须 注意 ， 
A 4 1 A 
_ 4 Alss + A’ 


1 


eaeyere 


二 、 关 于 非 异 阵 及 其 逆 阵 
定义 ”对 于 方 隆 4， 若 存在 同 阶 方 阵 (或 称 同 级 方 阵 ) B， 使 
4B =BA=I (I 是 同 级 单位 阵 )， 则 称 4 为 非 ( 奇 ) 异 阵 ( 或 可 逆 阵 )。 
而 称 B 为 4 的 逆 阵 。 否 则 ， 就 称 A 为 奇异 阵 。 
由 和 矩阵 乘法 的 定义 易 证 ， 有 一 行 ( 或 一 列 》 为 0 的 方 阵 必 为 奇异 
3. 


阵 。 . 
有 关 非 异 阵 的 基本 性 质 有 六 条 ， 其 中 一 、 二 两 条 为 ， 
定理 1. 若 4 是 非 异 阵 , 则 4 的 道 阵 是 唯一 的 ( 故 可 记 为 4 )， 
并 且 4'/，A ，kA(k 沽 0) 均 非 异 ， 它 们 的 逆 阵 分 别 是 : 

(40)-1=(A4-1) (ADI= (CA), (kA)T!=k A C2) 
又 (A-!)-!1=A。 这 里 A’ 表示 4A 的 转 冒 ,44 表示 4 的 共 罗 ， 即 人 入 的 每 
个 元 素 ( 数 ) 的 共 轿 (复数 ) 按照 4 的 原来 的 相对 位 置 排 成 的 同 阶 
方 阵 。 

定理 2. 车 有 4， A,,…， A, 是 同 阶 非 异 阵 ， S 之 2， 出 AA,'''A, 
是 非 异 阵 ， 且 

(4 4 4-1= AAs ATIAT! (3) 

非 异 阵 的 第 三 、 四 、 五 条 性 质 见 第 二 段 (定理 4、5，6)， 第 六 

条 性 质 兄 第 二 章 定理 4 . 


三 、 关 于 和 矩阵 的 初等 变换 与 初等 阵 

矩阵 的 初等 变换 与 初等 阵 的 概念 见 本 之 $4, 关于 它 的 基本 结论 有 
四 条 ， 即 

定理 3. 对 任何 非 零 mxn 阵 A《 即 m 行 n 列 的 长 方 阵 ， 其 元 素 
中 至 少 有 一 个 数 非 零 ) ， 必 存在 区 阶 非 异 阵 了 与 阶 非 异 阵 9， 使 


了 n—r 
r 1, 0 - 
PAQ = ( )， r>0 (4) 
静 一 /0 0 


且 r 由 人 唯一 确定 。 其 中 , I; 是? 阶 单位 阵 ， 主 对 角 抉 的 0 是 Cm-7) 
x (nr?) 阵 , 而 左下 角 与 右上 角 的 0 分 别 是 Cm 一?) xr 阵 与 7 x (n 一 7) 
降 。 
定理 4. 设 A 是 n 阶 非 零 阵 ， 且 [由 (4) 式 ] 
I, 0 
)， r>0 
0 0 
(此 时 m=n)， 其 中 PP 与 8 都 是 n 阶 非 异 阵 ， 则 和 4 是 非 异 阵 的 充 要 
四 4 . 


P40= ( 


条 件 是 r=n 。 

定理 5， 方 阵 4 是非 异 阵 的 充 要 条 件 是 4 可 胡 (或 分 解 ) 为 有 限 
个 初等 阵 《〈 它 们 都 是 非 异 阵 ) 的 乘积 。 

定理 6. 2 阶 阵 4 是 非 异 阵 的 充 要 条 件 是 nX2n 阵 (A,11) 可 经 有 
限 次 初等 变换 化 为 (1, B)。 当 (4， I) 可 经 有 限 次 初等 变换 化 为 (1,B) 
时 ， 恒 有 B= 4-1。 一 


$2， 非 异 阵 及 其 逆 阵 


在 下 节 的 例 3 中 将 用 初等 变换 的 方法 证 明 ，4B = 工 的 充 要 条 件 是 
BA =1。 据 此 ， 为 要 判别 方 阵 4 是 否 非 异 ， 只 要 看 能 否 找到 同 阶 方 阵 
B, 使 AB=I (或 BA =1)， 即 可 知 4 为 非 异 阵 ， 且 B=A-'。 

判断 方 阵 的 非 异性 并 求 出 其 逆 阵 的 主要 方法 有 四 种 ， 

第 一 ， 和 初等 变换 法 ”车 能 用 有 限 次 初等 行 变换 将 (4, 了) 化 为 
(1,B)， 则 由 定理 6 可 知 4 是 非 异 阵 ， 且 B=A-+， 此 法 对 数字 矩阵 
特别 适用 。 因 为 任何 教科 书 上 均 有 此 类 例子 ， 故 这 里 不 再 举例 了 。 又 
此 法 对 非 数 字 阵 有 时 也 相当 有 效 〈 见 84) 。 

第 二 ， 行 列 式 法 ”用 行列 式 判断 4 的 非 异性 并 求 其 道 ， 见 第 二 
章 83. 

第 三 ， 降 阶 方法 〈 见 84) 

第 四 ，“ 和 化 积 ” 法 ”这 是 专门 用 于 讨论 与 方 阵 之 和 有 关 的 一 类 
问题 的 方法 ， 这 里 用 米 判 断 方 阵 之 和 是 否 非 异 ， 其 基本 思想 是 ， 将 方 
阵 之 和 A+C 直接 化 为 (4+C)B=1 的 形状 ,此 时 A+C 为 非 异 , 且 
B= (4A4+C)-! ( 见 例 1)， 或 者 将 方 隆之 和 4+C 下 为 若干 个 已 知 的 非 
异 阵 之 积 ， 再 应 用 定理 2 ， 即 知 4+C 是 非 异 阵 ， 并 可 得 出 其 逆 阵 
( 见 例 2) 。 

例 1. 若 方 阵 4 满足 朱 阵 恒等式 ， 

A:=3A(A-1) . 《5) 
证 明 ，I- 4 是 非 异 阵 ， 并 求 (I- 4)-1。 
证 将 (5) 式 改写 为 


-34+3A’~A’=0 (6) 
欲 证 1- 4 是非 异 阵 ， 就 是 要 找 出 也 ， 使 

(I~- A)B=I 
不 论 如 何 找 法 ，《〈6) 式 右 端 必须 出 现 单位 阵 ， 故 在 〈6) 式 两 端 加 上 
7T， 即 得 

1-3A+3A:-As=I 
由 于 1 与 A 可 交换 ， 所 以 上 式 可 改写 为 (1- A)*=1， 亦 即 

(I- A)(I- A)’:=I1 
故 1~ A 是非 异 阵 ， 旦 (I -A)-'=(I~-A)’。 

例 2. 设 A,B 及 A+B 都 是 非 异 阵 。 证明; A-!+B-! 也 是 非 异 
阵 ， 并 求 其 道 。 

证 将 4-'+B-! 表 示 为 已 知 非 异 阵 的 乘积 ， 

A-1+B-!=A-i(I+AB-!')=A-!1(B+A)B-!=A-i(A +B)B-! 

由 定理 1 可 知 ，4"! 与 B™! 都 是 非 异 阵 ， 再 由 定理 2 知 4-!+B-: 是 
非 异 阵 ， 且 

(A~1+B-1)-!=(B-1)-1(A+B)-1(A-!) -1= B(A+B)-1A 

下 章 还 将 继续 用 到 和 化 积 的 思想 (第 二 章 82 例 1 )， 有 时 ， 需 要 
结合 其 他 技巧 ， 方 能 应 用 和 化 积 的 思想 ， 下 例 就 是 。 

例 3， 设 A 与 B 分 别 是 nxm 阵 与 mxn 阵 ， 且 IT~BA 是 非 异 
阵 ， 证 明 ， 1, AB 也 是 非 异 阵 ， 并 求 (I ~ A4B)-i!。 

证 在 证 明之 前 先 分 析 一 下 ,我 们 的 目的 是 要 找 C, 使 ( ~ 4B)C 
=Ix， 欲 达 此 目的 ， 自 然 要 应 用 候 设 条 件 ，1,, ~ BA 的 非 异性 , 这 就 必 
须 先 建立 (1, 一 4B) 与 (1 一 BA4) 的 关系 式 ， 很 自然 地 会 想到 下 式 ， 

B(1n~ AB) = (I1, ~ BA)B (7) 
(把 B 从 左边 “ 送 入 ”括号 内 ， 再 “取出” B 到 括号 的 右边， 此 法 称 
为 “ 送 取 法 ”?， 其 思想 在 别处 也 很 有 用 )。 以 下 将 由 此 正式 证 明 本 例 ， 
由 (7》 式 可 得 : 
B=(1,~ BA)~'B(I, ~ AB) 
于 是 
T= (In~ AB)+AB=(1,- AB)+A(T,— BA)-'B(, ~ AB) 


=[J +A4A(T-B4)-IB](1 -4B) 
故 玉 -4B 是 非 异 阵 ， 且 
(1— AB)-!=1,+A(l, 一 BA4)=IB 
由 例 3 立刻 可 得 下 面 的 
例 4. 设 4 是 于 阶 非 异 阵 ，c 与 8 分 别 是 4 维 列 向 量 ， 且 1+ 
B'A~!ia 关 0， 证 明 ，A+o8/ 也 是 非 异 阵 ， 并 求 (4+ ap) 。 
证 先 将 4+oapB' 写 成 ， 
A4+oB'=4[m- (4=lo)(-B7)] (8) 
由 定理 2 ， 只 要 证 明了 也- (4-la) 〈(-B)7 是 非 异 阵 即 可 ， 但 由 假设 : 
1~-(-B)A-ia) 关 0,， 故 由 例 3 可 知 -C4-ig) (-B) 是 非 异 
阵 ， 且 
[~ CA-ia)( ~B YI! =1,+ (A-ia) [ci (~B)A-ial( -Pp’) 
| -L.A '0p 
” T+BA-ia 
由 上 式 并 应 用 定理 2 及 (8) 式 得 到 ; 
(A+0B')-! =[h ~ (Aia)( -8)IA = A A A (9) 


1+B 4 
(9) 式 被 称 为 黑 尔 曼 (Sherman) - 摩利 撑 (Morrison) 公式 ， 该 公 
式 在 计算 方法 与 最 优化 理论 中 都 是 有 用 的 。 


§3 和 矩阵 的 初等 变换 与 初等 阵 
一 、“ 八 字 规 则 ” 


矩阵 的 初等 变换 是 指 对 mxn 阵 A 作 如 下 的 三 种 变换 ， 

1. 对 调 4 的 第 ij 两 行 ( 列 ) 的 位 置 (1 <i,j<m, 或 1<i,j<n)。 

2. 以 一 个 非 零 数 C 飞 4 的 第 i 行 ( 列 ) (1<i<m 或 1<i<n)。 

3. 将 4 的 第 j 行 ( 列 ) 的 & 信 (Ek 是 一 个 数 ) 加 到 第 i 行 ( 列 ) 
上 去 (<i,j<m 或 1<i， i<n), 

分 别称 上 述 变 换 为 第 一 、 二 、 三 种 初等 行 〈 列 ) 变换 。 

初等 阵 是 指 


1. 对 调 单位 阵 的 第 i 行 ( 列 ) 和 第 j 行 ( 列 ) 的 位 置 得 到 的 方 隆 ， 


1 . 
. | \ 
i 0 1 < 一 第 i 行 
Pu = 遇 (1<ij<m 或 1<i,j<n) 
j 1 0 < 一 第 j 行 
1 
2. 以 非 零 数 c 乘 单位 阵 的 第 i 行 ( 列 ) 得 到 的 方 阵 ， 
| 
Di (c) =i c < 一 第 i 行 (1 志 i<m 或 1<i<n) 
1 
“1 


3. 将 单位 阵 的 第 7 了 行 〈 列 》 的 倍加 到 第 i 行 ( 列 ) 上 得 到 的 
方 阵 ; i 


1 ， 
i k < 第 1 行 
Tulk) = ., (ISi,j<m 或 1<i,j<n) 
j 1 < 第 j 行 
“1 


分 别称 上 述 初 等 阵 为 第 一 、 二 、 三 种 (初等 变换 相应 的 ) 初等 阵 。 

矩阵 的 初等 变换 与 初等 阵 的 密切 联系 可 由 下 列 命 题 表 出 。 

命题 罕 阵 4 作 一 次 初等 行 〈 或 列 》 变换 后 得 到 的 矩阵 了 (或 C) 
等 于 以 一 个 相应 的 初等 阵 左 〈 或 右 ) 乘 4， 即 也 =P4 (或 C=AP),P 
是 相应 的 初等 阵 。 

为 便于 记忆 ， 上 述 关系 可 概括 为 “ 左 行 右 列 ， 首 昆 为 主 ” 的 八字 
规则 。“《“ 左 行 右 列 ” 意 邮 ， 以 初等 阵 了 左 于 和 4 的 结果 (得 到 怠 相当 
于 对 4 作 相 应 的 行 变换 ; 以 初等 阵 了 右 乘 4 的 结果 (得 到 C) 相当 
于 对 4 作 相 应 的 列 变 换 。 “首尾 为 主 ” 是 专 对 第 三 种 初等 变换 来 说 的 
( 它 用 得 最 多 )， 即 Ty(k) 左 弱 A 后 使 4 的 第 i 行 变化 ,“ 襄 位 于 Tw(k) 
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下 标 之 首 ，Tw(k) 右 乘 4 敦 使 4 的 第 j 列 变化 ， 而 $j? 位 于 Tw(k) 下 标 
之 尾 。 例 如 ， 将 
1 2 3 1 
-| -1 -1 2 3 ) 
1 0 -I 4 
的 第 1 行 诚 去 第 3 行 ( 即 将 和 4 的 第 3 行 的 -1 倍加 到 和 A 的 第 1 行 上 ) 


得 到 : 
0 2 4 一 3 
a-( -1 一 1 2 3 ) 
1 0 -1 4 
由 八字 规划 ， B=T,,(-1)A, 
上 述 命题 是 很 有 用 的 ， 其 原因 在 于 ， 在 很 多 问题 中 ， 往 往 把 涉及 
非 异 阵 的 问题 用 初等 变换 来 解决 《参阅 定理 5) ， 下 列 两 例 即 是 。 
例 1. 证 明 三 种 初等 阵 均 非 异 ， 并 求 其 逆 。 
证 ”由 八字 规则 ， 可 以 看 出 ， 
PuyPy=1; DCc)Di(c-1D) =T Ty(k)Ty( 一 K) =1 
故 三 个 初等 阵 均 非 异 ， 且 
Pi}=Py; Di(c) =Dic DTo(k) -=T 一 K) 
例 2， 设 
1 1 2 0 
4=(1 1), as=(， 0) 
证 明 ， 必定 存在 2 阶 非 异 阵 P， 使 P-!AP= 了。 
证 若 P 存 在 ， 则 由 定理 5, P 可 表 为 有 限 个 初等 阵 Pi,P,,…， 
P, 的 乘积 ，P= PP,…P,。 反 之 ， 若 能 找到 有 限 个 初等 阵 P1,P,,…， 
P, 使 PT PPT APIP…P， = 卫 ， 则 记 乘 积 PiP,.P, =P, 它 就 是 所 
要 求 的 2 阶 非 异 阵 。 故 问题 归结 为 能 找 出 初等 阵 P,P,,…,P,， 使 
P37!...P7!P7IAP,P,..…P,=B 
(这 里 还 用 了 定理 2 )， 按 照 八字 规则 ， 问 题 归结 为 能 否 由 A 作 初 等 
变换 以 及 《〈 紧 接着 作 ) 它 的 道 变换 ， 并 经 有 限 次 这 种 成 对 变换 后 得 到 
B。 今 先 作 4 的 行 变换 ， 将 4 的 第 2 行 加 到 第 1 行 上 去 ， 得 到 
。 9 。 


AD 一 信人 


用 初等 阵 来 描述 ， 即 
B, =T1,《1)4 
又 由 计算 
Ti(D AT -1 =Bira(-1)， 
故 应 对 Bi 作 相 应 的 列 的 道 变 换 。 根 据 八 字 规 则 ， 即 将 Bi 的 第 1 列 的 
~1 信 加 到 第 2 列 上 ， 得 到 


即 
B, = BT,,( -1)= Ti(1)AT,( ~1) 
再 将 B, 的 第 1 行 的 -1/2 倍加 到 Bs 的 第 2 行 上 ， 得 到 


(一 (人 人) 
( 即 B:= Tai( - 壮 )B,), 然 后 作 相应 的 列 的 道 变换 :将 B, 的 第 2 列 的 二 
倍加 到 B, 的 第 1 列 上 去 ， 得 到 
2 0 
B,=(， 1) 一 > 
( 即 B= BTsi( 却 ) ) 故 得 
sa (3) -7 (- 习 am 全 


-Ti(- 3) Ti 1) ATiad 一 DTs( 亏 ) 


(。 0) -3 


于 是 
P=T,( ~ 1)T, (二 ) 
就 是 所 要 求 的 非 异 阵 。 
。 10 。 


入 土 法 ， 对 1 阶 阵 
1 1 … 1 n 0 
a 1 +» 1 Be 0 0 
\, 1 .… 11/， 0 0 .… 0 
仍然 可 证 ， 存 在 n 阶 非 异 阵 P， 使 PP-:4P= 8。 本 例 除 了 用 初等 变换 
方法 外 ， 用 方 阵 的 标准 形 理论 也 是 容易 证 明 的 〈 兄 第 四 章 习 题 3) ， 
不 过 ， 用 初等 变换 还 可 求 出 了 的 具体 形状 。 
除了 八字 规则 的 运用 (经 常 与 定理 5 联 用 》 外 ， 定 理 3[ 即 (3) 式 ] 
也 是 常用 的 理论 。 如 下 两 例 所 示 。 
例 3. 设 A 是 n 阶 阵 ， 如 果 存 在 n 阶 阵 B， 使 4B=， 则 必 有 
BA=1,, 
证 由 定理 3， 存 在 n 阶 非 异 阵 P 与 @， 使 得 
I, 0 
PAQO= ( 
( 7 ) (10) 
以 Q-2B 左 乘 上 式 两 边 ， 并 由 假设 可 得 


I 
P= PT =- PAB= ( 0 )9- 虽 
0 0 


于 是 
b= (rz 1 )o-:zP-: (11) 


由 上 式 可 知 ， 必 有 r= m。 不 然 的 话 ， 至 少 ( (  ， ) 的 最 后 一 行 是 堆 ， 


故 (11) 式 右边 的 第 a 行 n 列 元 素 是 0， 但 1 的 第 n 行 第 二 列 元 素 是 
1 ， 此 为 矛盾 ， 于 是 《10)、(11) 两 式 可 分 别 化 简 为 ， 
PAO=I,, 0O-IBP-I-]， 
直上 两 式 即 得 ，@-!B4C= 五 ， 故 得 
BA= QI0-!1=1, 
例 4. 设 4 是 非 零 奇 异 阵 ， 则 必定 存在 非 零 奇 异 阵 B， 使 
AB= 0。 
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证 对 A 成 立 (10) 式 。 又 因 A 奇异 , 故 由 定 理 4 知 ，0<r<m 令 


a=o(。 ») 
由 于 (0 让) 不 是 零 阵 ， 而 8 是 非 异 阵 ， 故 B 关 0， 又 因为 0<r<n， 


放 至 少 互 的 第 一 列 是 零 ， 因 而 卫 是 霖 异 际 ， 并 有 
hmM0( eg oN 2) 
=P-io0= 0 


一 、 分 块 阵 的 初等 变换 
将 一 个 mxn 阵 M 分 成 如 下 四 块 : 


Ss -nn~-s 


A C 
Mi Ge D ) 


再 进行 各 种 变换 与 运算 ， 是 矩阵 中 最 常用 的 方法 ， 对 上 述 2x2 分 块 
阵 ， 定 义 下 列 三 种 初等 变换 ， 

(i ) 将 分 块 阵 MM 的 两 行 《 列 ) 对 调 。 : 

(六 〉 将 非 异 阵 C1(C,) 左 〈 右 〉 导 计 的 某 一 行 ( 列 )。. 

(省 ) 将 非 零 阵 K1(K,) 左 ( 右 ) 乘 内 的 某 一 行 〈 列 ) 加 到 另 一 行 
〈 列 》 上 ， 分 别称 上 述 三 种 初等 行 〈 列 ) 变换 为 分 块 阵 的 初等 行 ( 列 ) 
变换 。 | 

今后 常用 分 块 阵 的 初等 变换 处 理 逢 陈 问 题 ， 今 先 举 一 例 。 

例 5.。 设 A 与 C 分 别 是 + 阶 与 n~r 阶 非 异 阵 , 是 (nr) xr 阵 ， 

nr rr 

证 明 : M=”_,( 5 全 ) 是 非 异 阵 ， 并 求 M-!。 

证 对 nx2n 阵 ，(M,1:)， 作 如 下 分 块 阵 的 初等 变换 ， 
0 A : I 0 ) 


(M,1x) = 
(cB :0 I 
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CC 和 1，， 
第 1.2 两 行 对 调 B : 0 ) 
一 一 一 04: 1 0 


以 ~- BA"! 左 鳞 第 2 行 C 0 : -BA-! 7， 


加 到 第 1 行 上 ) 

让 一 > 04 : L 0 

以 C-! 左 乘 第 1 行 : mm-ipA-! -1 

昌 以 4 邱 左 乘 第 2 行 (tr 0 3° 
一 > 0 了 : A-! 0 


由 定理 6 可 知 M 是 非 异 阵 ， 并 且 

0 4 ~-C-1BA-! 0C-! 
) "\ A-! ， ) 
同 例 5 的 方法 ， 当 和 4 与 C 均 是 非 异 阵 时 《它们 未 必 同 阶 )， 则 可 

证 ( 9 C) 也 是 非 异 阵 ， 且 


($0 ee) a 


M-!= (12) 


$4 矩阵 理论 中 的 六 大 基本 方法 


一 、 六 大 方法 简 述 


处 理 和 矩阵 问题 方法 尽管 多 种 多 样 ， 但 关键 的 基本 方法 有 六 个 ， 它 
们 是 : 

第 一 ， 和 矩阵 分 块 的 方法 ; 

第 二 ， 初 等 变换 的 方法 ; 

第 三 ， 降 阶 与 升 阶 的 方法 ; 

第 四 ， 运 用 标准 单位 向 量 的 方法 

第 五 ， 运 用 特征 值 的 方法 ; 

第 六 ， 运 用 矩阵 标准 形 的 方法 。 
这 六 者 之 中 ， 核 心 的 思想 方法 是 降 阶 法 。 降 阶 的 思想 ， 不 仅 在 线 代数 
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的 解析 理论 中 占有 极 重要 的 地 位 ， 且 在 线 代数 的 “几何 ”理论 中 也 是 
重要 的 。 

这 六 大 方法 又 经 党 是 若干 个 联合 运用 的 ， 特 别 是 矩阵 的 分 块 与 初 
等 变换 的 思想 与 方法 ， 可 说 是 两 个 必 不 可 少 的 有 力 工 具 ， 它 们 贯穿 在 
其 他 方法 的 运用 中 ， 这 两 个 方法 的 作用 ， 在 前 几 池 中 已 可 略 窗 其 一 、 
二 。 以 后 〈 特 别 是 下 一 章 ) 将 经 常用 到 它们 。 关 于 第 五 、 第 六 两 种 方 
法 ， 将 在 第 五 一 九 章 中 详 加 论述 ， 以 下 将 介绍 第 三 、 第 四 两 种 方法 ， 
重点 是 介绍 第 四 个 方法 《〈 对 于 降 阶 方法 ， 以 后 将 逐步 展开 ) 。 


二 、 降 阶 与 升 阶 的 方法 


降 阶 的 基本 思想 很 简单 ， 即 将 高 阶 和 矩阵 问题 化 为 低 阶 和 矩阵 问题 。 
实现 这 一 恩 想 的 步 又 ， 是 将 原 和 矩阵 M 用 若干 初等 变换 化 为 “分 块 上 
(或 下 ) 三 角 阵 >: 


M: M, 
(0 mw) Sl m)) 
再 由 低 阶 阵 M1、M,、M, 按 问题 的 要 求 来 处 理 。 例 如 定理 3 就 是 把 原 甜 


阵 4 《用 非 异 阵 忆 左 乘 、 非 异 阵 9 右 乘 ) 化 为 ( (0 )， 化 简 后 的 作 


用 己 在 84 中 初步 看 到 。 又 如 非 异 阵 的 求 闻 问题， 也 可 用 降 阶 的 方法 
处 理 ， 如 下 例 所 示 。 
例 1。 设 n 阶 阵 


r nr 


Mr7 (2 ”) 
nr\c D 


且 4 与 D-CA4-'8 都 是 非 蜡 阵 (未 必 同 阶 ) ， 证 明 M 是 非 异 阵 ， 并 


求 M1!。 
、 、 -1 A 8B Pm 
证 用 分 抉 阵 的 初等 变换 ， 以 - C4-: 左 冬 (& 了 ) 的 第 一 行 ,并 
加 到 第 二 行 上 去 ， 得 到 (9 p_ BA-i) ， 由 《类 似 的 》 八字 规则 ， 
可 得 


。 14。 


(% picaa) (ca: 1.) (cp) 


A 了 I, 0 A 8 
p) -= (ea 1 ) (, pcA-1B) (14) 
当 人 与 了 -CA- 呈 都 是 非 异 阵 时 ， 由 例 5 的 说 明 可 知 (人 p_E4-1p) 
是 非 异 阵 ， 且 由 〈13) 式 可 得 ， 


A B 1 /A-! ~A-iB(D-CA-!B)-! C15) 
(， D_cA-iB) =( (D-CA.1B)-! 
由 (14) 式 并 应 用 定理 2 即 知 ( 人 8 ) 是 非 异 阵 ， 且 
A B\-i A B -17 1, 0 1 
(ec D) ~(。 DcA-'B) (Ch 1 ) 
A-! -A-iB(D-CA-!B) I " ) 
(, D-CA''B ) 一 CA4-: 1,, 
(人 Greece -4-IB(D -CA4-1B)-: 
~ (D-CA-1B)CA-! (D-CA-!B)-! 
(16) 


本 例 说 明 ， 在 所 设 条 件 下 ， 可 把 高 阶 方 了 的 还 化 为 低 阶 方 耻 求 
递 。 我 们 常 称 《16》 式 为 方 阵 求 逆 的 第 一 降 阶 定理 。 

由 于 甜 阵 的 复杂 人 性， 有 时 反 把 矩 隆 作 适当 的 “ 升 阶 ”， 使 升 阶 后 
的 矩阵 问题 较 易 处 理 、 然 后 由 此 解决 原 矩阵 的 问题 。 为 了 说 明 这 个 问 
题 ， 下 面 用 升 阶 方法 再 来 证 明 $ 3 例 4 的 葡 尔 受 -摩利 逊 公式 ( 即 (9) 
式 ) 如 下 ， 

将 于 阶 阵 人 +eB' 升 阶 为 n+1 阶 阵 : (3 A 了 xp/)， 今 先 证 明 这 
个 方 阵 是 非 异 阵 ， 且 求 出 其 道 。 对 于 分 坪 阵 


( 1 —B’ ; 1 0) 
0 A+taB’ : 0 I 


15e0 


作 如 下 的 初等 变换 ， 
8 。 Ba 左 乘 第 一 行 _RA : 
( 名 ; 1 0 ) 加 到 第 二 行 1 B’ : 1 0 


0 A+taB’ :; 0 也 


位 A ; & 1 ) 
以 B/A-: 左 乘 第 二 行 i A BA 
加 到 第 一 行 上 1+BA 0 : 1+BA a B 


a A : Qa I, 


L1 了 TBA-tw 左 乘 第 一 行 ,加 到 第 二 行 上 


一 > 

( 0 : 1 二 +B AI B/A-! 
: opB/4-。 ) 
0 A TA 


以 (1+B' 4 oa) 与 人” 分别 左 乘 第 一 行 与 第 一 行 
一 -一 一 一 一 一 一 > 


。 8B/A-1! 
1 0 : 1 THB A 
_A-'iaB’A-! 


“ ~1 
0 In . 0 人 1+B’A™!a, 


由 定理 6 知 ，( 1 As/) 是 非 异 阵 ， 且 


B’A-! 
Cy [ T+ A i 
. = _ A-igg’A-! 1, 
. 1 7 一 
0. A+aB’ 0 A 1 FB A- | 


车 把 17) 式 右 端 的 年 阵 记 为 (C! 了 D!)， 即 记 


—_B’ \v-! yA 
(。 og) (ce p) 


] -gr vvA4 B\ /1 0 
(。 A+og (ce. bp)-(o 2) 


则 由 


» 16 


可 得 (4+ 邓 Di = 故 4+op' 也 是 非 异 阵 。 于 是 由 (13》 式 可 得 


1 —B'(A+aB’)-! 
(, aon) -(。 A tap ) (18) 


比较 (17) 与 《18) 式 右 端 2x2 分 抉 阵 的 第 二 行 第 二 列 元 素 ， 即 得 
歇 尔 曼 - 摩 利 逊 公式 。 ， 

”由 原 短 阵 如 何 升 阶 的 问题 ， 当 然 要 视 原 矩阵 的 形状 及 所 要 解决 的 

癌 题 而 定 。 一 般 说 来 ， 它 是 比较 复杂 的 。 上 述 由 4+op' 升 阶 为 


(0 43apy ) 的 做 法 却 比较 容易 想到 ， 因 为 我 们 希望 把 A+ ap' 的 第 
二 项 乱 降 o8 消 控 ， 以 充分 利用 4 的 非 异性 。 

三 、 标 准 单位 向 量 

定义 称 # 维 列 向 量 ( 即 4x1 阵 ) : 


OO 二 


0 
为 (第 j 个) n 维 标准 单位 向 量 。 
今后 ， 若 不 指明 标准 单位 向 量 的 维 数 ， 则 总 认为 它 的 维 数 满足 可 
乘 的 条 件 。 
标准 单位 向 量 有 下 述 基本 性 质 。 
1. eiei=0w; i,j=1,2,° ,1 (19) 
这 里 G4=1， 554=0， izj 
2， 对 任 一 mxn 阵 和 4=(as)mxn， 恒 有 
Aej = a;; j=1,2, ,1 (20) 
eiA=a,; i=1,2,.,m (21) 
ei4eji= ah = 2 ms; j=1,2,°" sn (22) 


其 中 加 为 4 的 第 j 列 ，% 为 人 的 第 ; 行 。 
证 (19) 式 是 明显 的 。 今 将 4 按 它 的 列 分 块 ， 


A= (ai, “001s “0 0) 


‘| 
0 
Ae; = (GO 1 =@. 
0 
0 


同 理 ， 将 4 按 它 的 行 分 块 : 


出 


ta 
和 
A= | @ 
1 
《 La 
则 
/一 、 
a ! 
eiA=(0,",0,1,0,°,0) | @ | = 


又 由 (20) 与 (21) 式 可 得 
e'iAei= ed 一 CH 
( 因 aj 的 第 i 行 就 是 数 ao)。 
从 mxn 阵 4 中 依次 取出 调 行 、 证 行 ;…、 训 沫 ; 坟 列 、js 列 、 


。18 。 


让 列 (1 二 让 < 训 < < 并 < 让 < 总 < <j<o)。 将 它们 按照 
4 的 原来 相对 位 置 排 成 一 个 kxi 阵 : 
Qj nj Gi 


Gej Gj Qj 


《23) 
Cr Qtjs *** Qszri 
称 为 A 的 子 矩 阵 。 它 与 原 矩 阵 有 如 下 关系 式 ; 
Qi Qj Qf 5 1 
Qi Gi oe e: 
人 2 了 [ #211 一 了 Alei, ye ,61) (24) 
Qj Geri “? Qirje Ci 
证 由 分 块 阵 的 乘法 以 及 〈22)》 式 ， 
el eAe; CiAe;, … @Aei 
@;, eAe;} CAe; … €@Ae 
, Ales, se1,,*"* ,811) = + ” 
~ Cit : CiiA@;, erAes, * itAer 


Qj dui Qj 
Qj Oj ”Qofi 


Qui Qej, *** Orejie 


当 k=1 时 ， 子 矩阵 23》 简 记 为 
i i 
A 
Gi i) 


由 (24) 式 可 得 : 


[] 
Qj Qj, *** ik ea 
i i i Qui Qj, “** Qjk ei 
A( )= 211 272 2 = . Aler ,81 ,14) 
J ToT : 
Cr QH “°° Qirjk Cir! 
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当 产 = 记 ， 产 = 记 ，…… 因 = 站 时 ， 称 A( 天 …… 让 ) 为 4 的 主子 阵 。 

(20)、(21》 、(22》、(24)、(25) 五 个 式 子 表明 ， 标 准 单位 向 量 
把 和 的 任 一 列 、 任 一 行 、 任 一 元 素 、 任 一 子 矩 阵 ( 前 三 者 自然 也 是 子 
矩阵 ) 与 A 联系 起 来 ,这 将 为 以 后 的 讨论 提供 很 天 帮助 。 以 下 九 个 例子 
将 进一步 显示 标准 单位 向 量 的 作用 。 

例 2. 求 n 阶 上 弗 罗 本 尼 乌 斯 矩阵 F ( 见 (4) 式 ) 的 EK 次 寞 ， 
2<k<n, 

解 因 下 可 写成 ; 

F=(e,,€,.",€,0) 


其 中 @= 《一 qn 一 4s-1; 一 4x-2，…, 一)'。 出 《20》 式 可 得 


Ci=Ferss i=2,3,° oh : (26》 

= Fen (27) 
由 《26) 的 诸 式 还 可 得 

C=Firles, i=2,3, (28) 


今 设 
Fr =(B,,8,,.… ,Bn) 
则 由 《26) 与 (28) 式 ， 并 应 用 (20) 式 可 得 


Bs,= Fre, =F*r(Fes.1) =F(Fte,1) =FB,1, (1<i<n) (29) 
并 且 
Bi = Frel = exl， 当 kSn-1 (30) 
又 当 k=n 时 ， 出 (27) 、 (28》 式 可 得 
B=F"el=F(F"-!le,) = Fe =& (31) 


故 只 要 由 〈30) 或 (31) 式 算出 BI， 则 由 (29》 式 就 可 算出 其 他 ， 
从 而 算出 Fr(Kk 志 nn)。 

这 个 方法 告诉 我 们 ， 不 必 先 逐次 求 出 下 ,FF 再 求 严 ， 而 
可 直接 求 出 Fr， 只 要 Kn。 . 

例 8， 设 4 是 4 的 转 署 阵 ， 证 明 


(A077 7) A 1) G32) 


»。20。 


证 应 用 (25) 式 可 得 


-= 


i, 
i i NN ei, | 
(4(， 。 几 ) = 。 A(eiyei yei) | 
Ti 12 *'* Jr ; | 
L is 


Cn 
二 所 A’ (ese1,,*'*, C1:) -4 人 ”) 
: D1 Vo Ty 
@j, 
称 Pi3in 一 《ej,363,，… Ej) 为 n 阶 排列 阵 . 这 里 ,jj2…ijin 是 1,2,…， 
n 这 个 数 的 任意 一 个 排列 。 
例 4， 证 明 : n 阶 排列 阵 是 正 交 阵 。 
证 应 用 (19) 式 可 得 


e' 1 0 … 0 
| e’ “00 

Pain 二 | ，| (enoepy er 一 | 一 
e'， 0 0 … 1 


例 5. 设 A4 是 mxn 阵 。 证 明 ， 阁 对 任 一 n 维 列 向 量 x, 恒 有 
4x =0， 则 必 有 A4= 0。 

证 既然 对 任 一 n 维 列 向 量 X， 也 就 是 对 所 有 的 维 列 向 量 x， 
恒 有 4x =0， 那 末 ， 特 别 对 其 中 的 n 维 列 向 量 61,e,,…,er+， 也 应 有 ， 

Ae;=0, j=1,2,°,n 

由 《20)》 式 可 知 :，Ae; 是 和 4 的 第 j 列 ， 故 A4=0。 

本 例 从 特殊 推 至 一 般 ， 这 是 个 常用 的 推理 方法 ， 而 用 好 这 一 方法 
的 关键 是 要 善于 运用 “特殊 性 ”"。 对 本 例 来 说 就 是 要 取 e; 这 一 “特殊 
性 ”。 这 种 “特殊 性 ”要 因 问 题 的 不 同 而 异 ， 如 下 列 两 例 所 示 。 

例 6.“ 若 对 所 有 的 n 维 列 向 量 xX,， 恒 有 x/Ax = 0。 证 明 ，A 必 满 
足 A4= -4 ( 称 满足 条 件 4’= -A 的 实 阵 4 是 反对 称 阵 )。 

证 将 要 证 的 等 式 4' = -~ 4, 用 其 元 素来 表达 ,就 是 要 证 ，cu = 0， 


Qi 二 一 0jf 1 关 访 i,j=1,2,." ,no 。 


» 91， 


” 仿 例 5 证 法 ， 特 别 取 x=er， 则 由 ei4e:=0， 即 得 ou=0 (应 用 
(22) 式 》。 再 取 x=e+e;，i 天 j， 则 由 
0=(ete)’A(e,+e;)=e Aete; Ae; 
即 得 cu = -aite 
例 6 中 的 第 二 步 , 取 =et+ei 是 值得 注意 的 。 这 种 借用 (er+er)”。 
4(e'+ ef) 为 过 滤 以 推出 ei 4ei 与 6 he, 之 关系 的 想法 ， 在 以 后 还 会 
遇 到 。 | 
例 7. 证 明 ， 与 所 有 n 阶 非 异 阵 可 交换 的 n 阶 阵 和 4 必 为 纯 量 阵 
(或 称 数量 阵 》: A=Kln。 


证 设 

dl! Qio is 

4 0Q21 02 Qn 

ni Qn2 * Qnn 

今 特别 取 非 异 阵 

e' 
1 2e 
e 
5 2 )- ‘erzesmen = 7 
n ， 
- ne, 


由 假设 ，4B= B4， 即 
. ei 

2€ 

Ale1,2e,,°" snes) =| ，j4 


nen 
应 用 (20) 、 (21) 两 式 ， 上 式 就 是 


joy = joy 
帮 当 i 时 ， 
ay=0; i,ij=1,2,°",n 
于 是 4 必须 是 对 角 阵 
01 
人 
gon 


es 22 。 


再 取 非 异 阵 


7 J 
1 
0 1 i 
P= “…. = (el ef-1yeie01 C1-19C19 Cj+t1"""s Cn) 
1 0 ji 


1 
由 4P;= PiA, 即 得 Qii=ajj,i 关 j,i,j=1,2,…,ho 获 Qi! =02s = "= Qno 
所 以 A =kl。 其 中 k=ali。 
若 在 例 7 中 ， 取 非 异 阵 为 
Bij= (el "i186jsCit1s 6i-1 ~ Ci,Cjt1s''', Cn) 
iztj, i,j=1,2,",hno 
则 由 4ABij = Bijh 亦 可 证 得 A =kI, 。 熟 悉 标 准 单位 问 量 运 用 的 读者 ， 
请 自行 证 之 。 
例 8， 设 F 是 n 阶 弗 罗 本 尼 乌 斯 移 阵 。 证 明 : 对 适合 不 等 式 1 所 
s<n 的 任 一 正 整数 s 以 及 任意 *+ 1 个 不 全 为 零 的 数 bo.b;、…、b,, 必 有 有 
DF: +b_ Fite +bF+blA0 
证 记 A=bFs+D_ iFi+…+DPEF+bp， 下面 证 明 4 中 至 少 有 
一 列 非 零 ， 由 于 
Ae'=b.Fse, +b,_iF’ let +bFe,+be, 
故 当 s+1<n 时 ， 应 用 (28) 式 ， 将 上 式 化 为 ; 
Ae!=bes+ritbs-ies +t *** + be,+boe 
b, | 
ba 


=| b。 
0 


0 7/ 
因 bb 、…、b, 不 全 为 零 ， 故 4e:( 即 4 的 第 1 列 ) 非 零 。 于 是 4#0。 
® 23 。 


对 照例 5 与 本 例 可 见 ， 和 欲 证 矩阵 4=0， 可 证 4 的 每 一 列 〈 行 ) 
全 为 0; 和 欲 证 A 夫 0， 本 证 A 中 至 少 有 一 列 ( 行 ) 非 零 。 当 然 ， 如 能 
证 明 4 中 至 少 有 一 非 零 元 素 ， 则 可 以 更 快 地 证 得 A 关 0 。 


例 9， 设 n 阶 阵 
0 1 
1 nn-1 
0 , n~—1,0 Tri 
人 “| 1 (, ，) 
0 工 
1 0 
我 们 称 4 为 基础 循环 阵 。 证 明 : 
. 0 Tn_x 
=( ) (K=1 2 一 TI) 《337) 
I 0 ” 
xz 一 了 《34) 
证 因为 A 可 写成 ， 和 4= (en,e@1,22，"…,er-1), 故 由 (20) 式 得 ; 
Ael=e, Ae, =e@,1; $=2,°"" ,1 (35) 


今 对 kC1<K<na- 1) 用 归纳 法 。k= 1 时，(33》 式 正 确 。 设 对 天- 1， 
《33) 式 正确 ， 即 
0 Tpri 
全 =( ) = (Cn-p+2) Cn-k+3s "En Cl C2 ''" En-p+1) 
-1 0 
于 是 ， 由 (35〉 诸 式 可 得 ; 
名 = = A(l(en zayen_zrs "CnC1, C2s "Cn-k+1) 
= (Aen_r+2ss ACn_1+ss''*s ACn, Ai Ae,,., ACn_k;1) 
= (Cn-k+19Cn-k+2s "Cn-1 Cn C1 C2 Cn) 
0 Tx 


-(; ,) 


再 应 用 〈35) 诸 式 可 得 

0 1 

A"=AA"-!=A( )= Ales,e3,.", nse1) 
1 ， 0 


=《elyez，…，er-lyen) = 了 


e724 。: 


此 外 ， 我 们 还 称 x 阶 阵 | 
Co Cl C2 … Cn-; Cn-1 


Cra-1 Co CI Cn- Ci-2 


C2 Cs C4 0 C1 


CI C» Cs 4 Cn-! Co 


为 循环 阵 。 
例 10 证 明 : 任意 两 个 循环 阵 的 乘积 仍 是 循环 阵 。 

证 因 C 可 表示 为 下 式 : | 

0 -> 


0 Tr) ~ 
C=ols+oi( )+e( )+ + os( )+ | ) 
1 0 1, 0 I_, 0 Tr-1 0 


应 用 (33》 诸 式 ， 上 式 可 改写 为 

0 Tn. 1 0 Tri 0 了 n-2 
rel ，) + “十 Cn- :( 0 ) 

0 ( -yy 


C=0oln ral 


0 
车 
D=ar+e(， “+a y+ + d,s C 站 ) 
0 ri\ nl 
人 4 0 ) 
表示 另 一 循环 阵 ， 则 由 〈34) 式 可 知 
JJ 0 JTJ- 0 Jn_i\n-2 
CD = ora 人 8 :( , ) 4 ， ) 
0 po n= 
wl 0 ) 
仍 是 循环 阵 。 


标准 单位 向 量 在 多 方面 的 运用 告诉 我 们 ， 它 的 定义 和 结论 虽然 都 
。 25 。 


很 简单 ， 但 在 矩阵 问题 的 处 理 中 ， 却 是 不 可 忽视 的 “基本 功 ”。 在 以 
后 的 不 少 章节 中 ， 将 继续 运用 它 。 


习 题 


1。 试 找 出 于 阶 阵 .4 了 0，3B 头 0， 使 4:+B: = 0(22)。( 提 示 ， 
和 与 B 的 取 法 其 多 ,例如 取 A4 的 第 一 行 第 一 列 元 素 为 1， 其 余 元 素 
为 0， 取 B 的 第 一 行 第 一 列 元 素 为 VV 一 1 ， 其 余 元 素 为 0) 。 
2 设 a1，a; 都 是 复数 ， 称 方 阵 
4-( ”一 ) (全 为 @ 的 堪 印 复数) 
—a, a 
为 四 元 数 和 矩阵 ， 又 设 
b， b, . 
B=( 5 
为 另 一 四 元 数 矩 阵 ， 证 明 ; 
(Ci ) 4.B 也 是 四 元 数 矩 阵 ， 即 四 元 数 和 矩阵 类 的 方 阵 保持 乘积 性 
质 〈 参 阅 84 例 10) 
《这 ) 沙 ai， bi 为 实数 (人 =1 2)， 则 AB =BA; 
(证 ) 车 aq, bi 是 复数 (i=1,2)， 则 未 必 有 AB=BA。 
3.( 1) 设 a 是 n 维 复 列 向 量 , 且 Wa=0， 证 明 @=0。 并 由 此 证 
明 ; 若 4 是 mxn 复 矩阵 ， 且 人 4A4=0, 则 A=0。 
(站 ) 设 和 是 加 xn 阵 ,x 是 n 维 列 向 量 ， 则 Ax =0 的 充 要 
条 件 是 ，4'4x =0。 ， 
4. 设 S 是 nn 阶 反对 称 实 阵 ( 即 满足 5S’ = _s 的 实 阵 ) ， 证 明 ， 
对 任何 n 维 列 向 量 X， 恒 有 xX’(Is+S)X 之 0。 
(提示 ， 先 证 X'SX = 0)。 
5， 设 疡 阶 阵 4 满足 4=A4 〈 称 4 为 者 等 阵 ) ， 证 明 mm 24 是 
非 异 阵 ， 并 求 (- 24) 1。 
(提示 ， 由 假设 可 得 : -A+t+A:=0， 于 是 ~44+44” =0， 再 设法 用 
“和 化 积 ” 的 方法 ) 
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6. 设 A.B 以 及 A+B 都 是 非 异 阵 ， 证 明 A-+B… 也 是 非 蜡 
阵 ,， 且 (4-!+B-1D) :~=A(A+B)-'B。 

7. 分 别 对 满足 下 列 恒 等 式 的 方 阵 4， 证 明 ; 1- 4 是非 异 阵 ， 
并 求 (1- 4) 1， ” 

(i) A:-A+I=0, 

(ii) A*=0 (Ck 是 正 整 数 )。 

(提示 : 对 (二)， 将 A*=0 化 为 ~ A*=1,) 

8. 设 4.B 以 及 AB -TI 都 是 非 异 阵 ， 证 明 ， 

(i)A4-B- 为 非 异 阵 。 

(ii (4-B-95- -4 也 是 非 异 阵 , 并 求 [(A- BA 

9. 设 口 与 V 都 是 n 阶 正 交 阵 ，D 是 7 阶 非 异 阵 (r 志 hn), 且 


D D 
v( )o =v'( )” 
0 0 0 0 
证 明 ， 
D-! 0 D-! 


D 0 0 
(提示 ， 将 很 设 的 矩 降 等 式 改写 为 ， mL， = 和 “其 中 


. D-! 0 
W=VU， 且 W 是 正 交 阵 。 于 是 ， 要 证 的 等 式 就 是 mw( ，，)- 
r n-r 


0 r W: W, | D 0 
《。 ，)w 作 分 类 w= 人 w,) WwW( 小 > 


n~r ‘Ws; 
0 
《。 ，)W 渤 行 分 沁 运 算 ， 养 运用 也 的 非 异 性 即 得 证 。) 


10. 设 TQ 一 0 an 关 0， n>1。 证 有 明 
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0 a, ls eee Qn 


Me= [ 0 03 “Cr 


2 


是 非 异 阵 ， 并 求 M-:。 
《提示 ， 将 M 表 成 


1 
—a 
1 _a, 1 
M = 。 二 | .aaa san)》 
一 0r “ 


1 
然后 设法 应 用 软 尔 曼 -摩利 逊 公式 。) 
11， 证明 下 列 半 阶 阵 均 是 非 异 阵 ， 并 求 它们 的 逆 阵 。 


(Ci) 0 a 0 … 0 
0 0 0 … 0 
一 | ， 其 中 I di 头 0 


0 0 0 “0 Onl 
Cn 0 0 机 0 | 


(ii) ‘0 0 … 0 -a 
| 1 0 … 0 ~ai 
0 1 … 0 -a-， | ， 其 中 an 关 0 
0 0 wee 1 一 Qi ， 
《提示 ， 设 法 将 F 适 当 分 块 ， 使 其 能 应 用 〈12) 式 。) 
12. 设 和 4 与 C 是 非 异 阵 (未 必 同 阶 ) 。 
40 


(1 ) 证 明 ， 方 阵 (，_ ) 是 非 蜡 阵 ， 并 求 其 遂 。 


D A、 . 
Ci) 正明 ， 方 阵 (。，) 是 非 蜡 阵 ， 并 求 其 首 


。28 。 


13. 证 明 ， 与 所 有 mx 阶 阵 可 交换 的 阵 4 必 是 纯 量 阵 。 〈 提 示 :， 用 
例 7 的 结论 立即 得 证 ， 著 不 用 该 结论 , 则 特别 取 n 阶 阵 Bi = (0,0,…， 
ci， 0,…,0)， 即 Bi; 是 第 i 行 第 ji 列 元 素 为 1， 与 其 余 元 素 均 为 0 的 n 
阶 阵 。 由 AEi; = Ei;A4， 即 可 得 4 是 纯 量 阵 。》 

14. 设 n 阶 阵 : 


证 明 ， 


A = 0。 
15. 设 A 与 均 为 mxn 阵 ， 证 明 ， 若 对 任 一 nxp 降 C， 恒 有 
AC=BC, 则 A=B。 


16. 设 和 A 为 mxn 阵 ,bb 为 m 维 列 向 量 ， 洪 对 任何 非 零 的 n 维 列 
向 量 x, 恒 有 Ax=b， 求 证 ， 4 =0,b=0。 

17. 证 明 ， 考 矩阵 4 非 零 ， 则 必 存 在 非 零 列 向 量 a 与 ,使 
a’ABA0。 | 


18. 设 A 与 B 为 同 阶 实 方 阵 、 且 和 4 及 C=A- -1 都 是 非 异 
阵 (由 定理 1 ,显然 C = A+V 一 1B 也 是 非 异 阵 )》。 证 明 ( _ 台 4) 是 
非 异 阵 。 并 有 


(, 人- (5 人 加 


(提示 ， 对 M= (5 4  0 有) 用 分 据 阵 的 初等 变换 ， 以 Vi 7 左 


ee 290。 


乘 M 的 第 二 行 加 到 第 一 行 上 去 ，…， 景 后 变换 成 ( 9 : G ) 的 形 
状 。) 
. 设 和 4 与 轧 分 别 是 阶 与 s 阶 非 异 阵 ,B 与 C 分 别 是 rx 
sxr 了 证 明 ， 
(i) 车 D-CA-'B 是 非 异 阵 , 则 A-BD-!C 也 是 非 异 阵 ， 且 
(A~ BD-iC)-':=A-!1+A-'B(D-CA-'B) CA- 
注意 ， 若 在 上 式 中 取 B 为 n 维 询 向 量 e, D 为 -1, C 为 n 维 行 
向 量 B"， 即 得 鞠 尔 曼 - 摩 利 逊 公式 。 
(提示 ， 伪 34 中 推导 区 尔 曼 -摩利 过 公式 的 方法 ， 把 A- BD-:C 升 阶 


(oA 如-C) = M， 用 分 块 阵 的 初等 变换 证 明 M 非 异 ， 并 求 出 


， 从 中 可 得 所 要 证 明 的 结论 。) 


20. 设 4.8.C,.D 都 是 同 阶 非 异 阵 ， 且 D-CA-'B 是 非 异 阵 ， 证 


明 ， (é 2) A- BD-iC, C-DB-'4,，B-AC-!1D 是 非 异 阵 ， 且 
六 (人 (C -DB-A4) 
CD (B- AC-iD)-! De 

〈 提 示 ， 应 用 题 19 及 例 6 中 的 《16) 式 。) 


。 30 。 
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第 二 章 行 列 式 
81 基本 概念 与 基本 结论 


本 章 的 基本 概念 是 ，n 阶 行列 式 以 及 它 的 一 些 子 式 。 

n 阶 行列 式 的 定义 方法 有 四 种 ， 大 多 数 书 中 如 下 定义 ， 

定义 设 A=(qij)nxs 是 nn 阶 阵 ， 当 n=1 时 , 称 an 为 1 阶 行列 
式 《或 1 级 行列 式 ) ; 当 n>1 时 ， 称 


| aa Ca “°° Qn 
Qo, 02z … Oon 

Dn = = 2 +a1j.02j,"*"hnjn (1) 
Qn Qns ‘** Qnn 


为 n 阶 行列 式 〈 或 n 级 行列 式 )。 也 称 D: 为 方 阵 4 的 行列 式 ， 记 为 ， 

= || ,或 Dn=deth 。 此 处 六 训 …js 是 1,2,…,n 的 任 一 排列 ， 台 
系 对 所 有 nl! 个 不 同 的 排列 求 和 ， 当 jjo…js 是 偶 排列 时 ，a1j02j,*…*Qnja 
前 取 正 号 ! 当 疡 产 … 因 是 奇 排列 时 ，cajazj…ao。 前 取 负 号 。 


定义 设 A 人 -六 ) 是 mxn 阵 和 的 子 矩阵 ， 1&i<i,< 


<m; 1<j<h< jn, 称 行列 式 |A (7 oa - 门 


为 A 的 k 阶 子 


行列 式 ,简称 为 k 阶 子 式 。 当 严 = 时 ， 也 称 | 人 4 (学) 为 * 险 行列 


式 |4| 的 k 阶 子 式 。 


“(9 


[4 pe je A 的 (或 |4| 的 ) k 阶 原 序 主子 式 。 


为 4 的 (或 141 的 ) kz 阶 主子 式 ， 称 


es 3 ， 


由 上 定义 可 知 ，|A4 (7 和 | 是 位 于 4 (或 141 中 的 Ba、… 行 
而 网 交 有 点 上 的 下 全 元 和 按照 人 《141) 中 折 业 的 
位 置 排 成 的 一 个 上 芥 行 列 式 。 

用 |4 六 Di 


节省 篇 幅 。 
例 1 设 A= (Cai)axr; 则 易 知 n 阶 行列 式 14| 可 下 成 ， 


MI= |4 (8) 


内 此 |4| 也 可 看 作 4 (或 |4| 的 ) n 阶 顺 序 主子 式 。 
例 2 4 阶 行列 式 


含意 清晰 , 便于 运用 ， 


A 12 4) _ Ca21 G22 ts 024 
1234/1 


的 位 于 第 2、3 两 行 与 第 2、4 两 列 的 2 阶 子 式 为 ， 
Me DO- 


定义 设 A(j 字 -天 ) 是 na 阶 阵 4A=A(1 3) 的 R 阶 子 矩 阵 ， 


Gs» 024 
Qs2 Usa 


1<i<i< ny 1<) ,<j<%<ih en 车 划 控 A(}.… 六 ) 在 A 
中 所 在 的 证 , 语 、…, 计 行 以 及 所 在 的 六 js、… 办 列 ， 则 得 到 一 个 nk 
ee 称 a -大 阶 行 


"J 
(7 i 
列 式 |Ac (jp 站 | 或 4 中 ) 的 余子 式 。 
定义 记 


A 
A, i ia 门 | 二 (一 了 7 人 + 二 -4 二 (中 竹中) , |4。 lia…， 1) 


ii 
jj,* 


(2) 


六 产 … 关 jj 
A fii, 和 为 | GG i A 由 或 入 由 
称 |Ao (64. 字 )| 为 |A (这 :天 )| 《在 141 中 ， 或 人 中 ) 的 代数 余子 


»* 32 。 


式 。 
1 |4 人 3 (人 4 人 多) 六 
分 别 是 ， 


“20 -10 0), 


| 2 3)| = 《 一 1742+3)02+4)| A 


“(2-0 
通常 ， 分 别 记 | 和 4| 的 1 阶 子 式 oj = [a(! ) 
式 为 Mi 与 4j， 即 


Wi = Ao( ; )|= |4 人 人: | 
Aij = (ce pea 


本 章 的 基本 结论 有 四 ， 第 四 个 基本 结论 将 在 85 中 详 述 ,而 将 前 三 
个 基本 结论 写成 下 面前 定理 1、2、3。 
定理 1 xn 阶 行列 式 141 有 如 下 七 个 基本 性 质 ， 
1. 行列 式 |4| 与 其 转 置 行列 式 |4 | 相等 ， 即 
141= |A’| (3) 
于 是 , 凡 对 141] 的 列 成 立 的 性 质 , 对 14’| 的 列 即 ]4| 的 行 也 成 立 , 称 141] 
为 |4| 的 转 置 行列 式 。 
2， 如 14j 的 某 一 列 的 每 个 元 素 均 有 因子 上 K&， 则 可 将 & 提出 ， 即 
若 |4| = [ai …yo5-lsy0jysos|， 而 oj=78 《此 处 @ 是 A= (osy… 
Qj msoo) 的 第 寺 列 )》 ， 则 
I [os ,jis kBjs js1s "°° On | Te | 
(4) 
(由 (4) 趟 知 ，- _ 列 全 为 0 之 生 j 列 式 必 等 于 0。 ) 
3， 如 果 141 = |,…,Qj,…er| 的 第 j 列 a; 是 两 列 之 和 &j=Bj+ 
Yi， 则 14| 可 下 为 两 个 行列 式 之 和 : 


[so 1 Bj + Yj i419" 0 | = 0 0j1Bjs Gjr1s "sn| 


9 33 .。 


+ |o 065-19》j705+t Cn 
5) 
4. 两 列 相同 的 行列 式 14| 必 为 0。 即 . 
14| = [es 0 | =0。 (6) 
5、 如果 A 的 某 两 列 成 比例 ， 则 1A] =0。 
6. 将 |4[ 的 某 列 的 倍加 到 |4| 的 另 一列 上 ， 所 得 行列 式 18| 与 
141 相 等 。 
7. 互 易 14| 的 两 列 后 得 出 的 行列 式 1B1= ~ 14]， 即 


i k i k 
J Cj 一 0 (7) 
定理 2 设 A4 与 8B 都 是 n 阶 阵 ， 则 
[141.1B| =|AB|, (8) 


我 们 称 (8》 式 为 行列 式 先 法 规则 。 
定理 3 设 45i 是 mn 阶 行列 式 141 的 元 素 oi; 的 代数 余子 式 ， 则 


|A|=ajAyt AA2jt "tajAnj = DAAij, lI<n 9) 
i=l 
141 =aiiAi + aisAiz 十 + QinAin = BaiAi,1 Ein (10) 
1=1 


我 们 称 (9》( 或 (10〉) 式 为 |Ai 按 它 的 j 列 (或 i 行 》 的 展开 式 。 
除了 上 述 三 个 主要 的 基本 结论 外 ， 尚 有 一 个 基本 结论 ， 它 是 定理 
3 的 推广 ， 它 就 是 下 面 的 ， 
拉 普 拉 斯 (Laplaee) 定理 7 阶 行列 式 14j 等 于 它 的 位 于 取 定 的 某 
K 个 列 ( 行 ) 中 的 所 有 Cs 个 k 阶 子 式 与 它 的 代数 余子 式 的 乘积 之 和 。 
即 


_ | | A (ae) 

14| a 4o (六 A jj2** jy (11) 
一 je ) . A 7 

14| ss Ao (六 2 jjoeeji (12) 


称 《11) 式 ((12) 式 ) 为 |A| 接 它 的 第 ji、 坟 、… 计 列 (第 ii、 …、 i 
行 ) 的 展开 式 。 四 
在 本 书 中 尽量 避免 运用 拉 普 拉 斯 定理 ， 其 原因 是 ， 本 章 主要 结论 
的 导出 可 以 完全 不 用 它 。 另 外 ， 也 为 了 方便 大 多 数 未 学 这 个 定理 的 读 
。34 ， 


者， 使 他 们 可 连贯 地 读 下 去 。 


$2 行列 式 乘 法 规则 


在 本 书 中 ， 要 经 常 运用 行列 式 乘法 规则 。 行 列 式 乘法 规则 的 证 法 

至 少 有 四 种 ， 本 节 将 避免 应 用 拉 普 拉 斯 定理 ， 仅 用 初等 变换 及 行列 式 

的 基本 性 质 来 证 明 它 。 其 证 法 易 懂 , 且 其 轧 路 也 是 有 用 的 。 为 此 先 证 : 
引 理 。 设 P 是 初等 阵 ，A 是 同 阶 方 阵 。 则 


14P|=1A]:1PI (13) 
证 ”由 行列 式 的 定义 直接 可 知 下 列 “上 三 角形 行列 式 ”。 
riy Fi2 °° Vin 
|R| = 区 和 =Fir22*" Tnn (14) 
~ 
rnn | 


其 中 R 是 上 三 角 阵 。 同 样 ， 可 知 “ 下 三 角形 行列 式 ”: 


[Z| = = Ll, lr (15) 


bs Lis ee lon 
其 中 工 是 下 三 角 隆 。 由 (14》、 (15》 两 式 即 知 第 二 、 三 种 初等 阵 的 
行列 式 的 值 是 ， 


1Di(c) 1 =1…1*c1…1=C (16) 
ITi;Ck)|=1.1..1 =1 (17) 
又 由 《7) 式 可 算出 第 一 种 初等 阵 Pij 的 行列 式 : 
[Pij| = [er'*s@js :Cis Cn | 
= 一 |el eisCjs en = — [ln = 一 1 (18) 
故 由 八字 规则 及 (18〉、 (17) 、 16》 三 式 即 得 
1APi| = ~ |A|=|1AllPi|; |ADi(c)| =clAl 


= 14|.1Di(c)1 {ATi(k)| = 141 = 1Al: TTi(k)!, 
故 得 (13) 式 。 | 
” “(13) 式 很 有 用 。 例 如 ， 我 们 只 用 行列 式 性 质 2 到 性 质 6 以 及 (13) 
式 ， 就 可 证 得 行列 式 性 质 1 (作为 习题 )。 又 如 ， 由 《13) 式 还 可 得 ， 
推论 1 奇异 阵 之 行列 式 等 于 0 。 


。35 。 


证 由 第 一 章 定理 4， 任 何 阶 奇异 阵 昌 可 表 成 : B= 工 (0 9) M， 


而 工 与 M 都 是 n 阶 非 异 阵 ， 且 r<n。 又 因 M 非 异 ， 故 由 第 一 章 定理 
5 : M =MIM2:…M， 此 处 Mi 都 是 初等 阵 ; i=1,2,° ,5o 连续 运用 
(13) 式 可 得 ， 


1B| = | 工 (ff 人 Ms…M 
Ire) 
-|r 0) 
因为 r<n， 故 (G0) 的 最 后 一 列 是 零 《 向 量 ), 故 由 行列 式 性 质 2， 
[z(t 0)| =0, 所 BiBl = 0。 
今 证 ，|4B| = 14| "18|。 如 果 卫 是 奇异 阵 ， 则 由 上 述 证 明知 ， 


14B| = 


| .bl 


- | f 0 MM 


[M1 {Ms|, 


-|e Oar 
= 0=|Al.0=|1Al.|B| 


如 果 B 是 非 异 阵 ， 则 由 第 一 章 定理 5， B= BB,*B,, 其 中 B,,…,B; 都 
是 初等 阵 。 再 连续 运用 〈13)》 式 ， 

145| =14B…Bi-iB = =|A||B||B,|.…!B.! 
又 因 

1B|=|B.e%Biil[fB| =…=|1B,||B,|.…|B,! 
改 得 |48| = |A|1B|。 

今 可 用 行列 式 来 判断 方 阵 的 非 异 性 ， 如 下 记述。 

定理 4.。 方 阵 4 非 蜡 (奇异 ) 的 充 要 条 件 是 ，14| 关 0(141] -0)。 

证 若非 异 ， 则 存在 B, 使 4B=I， 由 行列 式 乘 法 规则 ， 
141.1Bj = 14B1= | 可 =1， 故 14| 关 0。 反 之 ， 若 141 关 0， 则 由 推论 
1 知 ，4 必 是 非 异 阵 〈 因 奇异 阵 的 行列 式 为 0 )。 

淮 论 2. 设 4 与 C 分 别 是 mx 阶 阵 与 n 阶 阵 Cm 未必 与 相同 )， 
8B 是 mxn 阵 ， 则 


|$ l=1Al*Ic (19) 


aa 36 。 


证 由 和 


| al -lr oe l= 


将 | one 2、…、m 列 展开 ， a 8 


(20) 


oi pl, 


=|C|, 又 将 


| 训 | 依 次 按 它 的 第 m+n 行 、m+n-1 行 、…、n+1 行 展开 ,得 到 


| = 1A|， 故 由 (20) 式 即 得 (19〉 式 。 


应 用 行列 式 乘法 规则 ， 可 将 某 些 涉 及 两 个 方 阵 之 和 的 行列 式 问 题 
用 “和 化 积 ”的 思想 予以 解决 (参阅 第 一 章 82〉 ， 如 下 例 所 示 ， 

例 1。 设 和 4 与 都 是 正 交 阵 ， 且 它们 的 行列 式 反 号 ， 则 A+B 必 
为 奇异 阵 。 

证 应 用 定理 4 ， 只 要 证 |4+B|=0 即 可 。 由 于 A 与 B 均 是 正 
交 阵 ， 故 A4'=1; B'B=1， 按 照 “和 化 积 ” 的 想法 ， 并 应 用 行 列 去 
乘法 规则 ， 即 得 

[4+B{=|[ACd+A’B)|= [4A|[1+A’B| 
=|AI|(B’ +AYBI =|Ale1B’ + Al:1B] 
=|Al.|BIe|I(A+B)’| =|AIIBIIA+B| (21) 
上 述 最 后 一 步 用 了 行列 式 性 质 1 。 又 因 
|Al:=|AI]A’|=|A4’| = =1 
而 A 是 实 方 阵 ， 因 此 |A| 是 实数 ， 故 由 上 式 知 ，|A1 = 士 1, 即 任 一 正 
交 阵 的 行列 式 等 于 土 。 今 因 |4| 与 1B| 反 号 ， 所 以 |41.18] = - 1。 于 
是 〈21》 式 化 为 ， |4+B| = -14+B|， 所 以 [A+B| = 


§3 ”伴随 阵 ， 用 行列 式 求 非 异 阵 之 逆 阵 
设 A= (aij)n.n 十 复 阵 ， ij 是 aij 的 代数 余子 式 ， 记 


A 4 … An 
adiA -| A “| 
Ayn Azn ”°° Ann 
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称 adi4 为 4 的 伴随 阵 。 伴 随 阵 是 处 理 行列 式 与 矩阵 问题 时 一 个 有 用 


的 过 渡 工 具 ， 伴 随 阵 是 由 于 下 列 原因 引出 的 ， 

将 4 按 它 的 列 分 块 ， 4 = (Qi… ,4j，…s01)， 由 《6》 式 ， 
。 j Kk 

0= | ol ss 0 0; On| 

j k 
CQ 
a. “人 je es 区 
21 02102j1 02 jj 一 12 


ee 


jn aa aaj Gnn 
再 将 上 式 右 端 行 列 式 按 它 的 第 k 列 展 开 ， 由 定理 3 可 得 ， 
ajAip tarsAsnt+ tarjAns =0=0°|A|,jz kj k=1,2,°" 7 
将 上 述 芭 -nn 个 式 子 与 (9) 式 的 n 个 式 子 合 起 来 即 得 ， 
aia =QjAlp t dsjArp tt "+ aniAny = Ojr|A|; 
j,k =1,2,."n 
将 〈22) 的 下 个 等 式 写 成 矩阵 等 式 ; 
4 4 4 at Gy 


=|A]I; (23) 


eese oo 


Ain LA “0 Ann Qri On; “oe Onn 
仿 上 法 ， 用 两 行 相同 的 行列 式 等 于 0 这 一 事实 可 得 
QisAj taisAj t+ainhjin=0=0*|A) 江天 了 一 1 2 
上 列 诸 式 与 〈10) 的 几 个 式 合 起 来 ， 可 得 
2 airAjir =anAjr taisAjs tr tainAjn =0i|A|;i,j=1,2,. sn 
k=1 
将 〈24) 的 友 个 式 子 也 写成 人 第 阵 等 式 ; 
Qi 0 °° Qin, A A al 
ys 0 0 Qn NA, A,, ' A, 
21 22 2 12 22 2 = [|All (25) 


ee 


- 


由 《23) 式 与 (25) 式 ， 伴 随 阵 的 概念 自然 随 之 而 得 。 该 两 式 合 起 求 
就 得 ， 


CadjA) A=Aradjh = 14| el, (26) 
当 A 是 非 异 阵 时 ， 由 定理 4; |A| 关 0， 故 由 《26) 式 得 
-1 
4= Ta 到 (27) 


这 就 给 出 了 用 行列 式 求 非 蜡 阵 之 道 的 方法 。 

注意 ，《〈27) 式 主要 用 于 理论 推导 ， 而 不 用 于 具体 计算 。 因 为 ， 
即使 象 4 阶 非 异 阵 这 样 的 低 阶 方 阵 ， 用 行列 式 方法 求 着， 就 需要 计算 
一 个 4 阶 行列 式 与 16 个 3 阶 〈 代 数 余 》 子 式 ， 其 计算 量 将 是 很 大 的 。 
故 除 了 一 些 特殊 形状 的 方 阵 外 ， 一 般 不 采用 (27〉 式 求 非 异 阵 之 道 。 


然而 ,对 2 阶 非 异 阵 (《g) 来 说 ， 用 (27) 式 却 是 最 方便 的 ， 因 为 此 时 


ab -1_ 1 da _b 
( 1 a ( oo, ) (28) 
所 以 由 《28》 式 可 知 ,， 今后 可 以 直接 写 出 2 阶 非 异 阵 之 逆 。 
对 一 些 特殊 的 非 异 阵 ， 可 将 初等 变换 方法 与 行列 式 方法 结合 起 来 
求 递 ， 如 下 例 所 示 。 
例 1 证 明 


1 
4 
0 
1 


OP 0 贬 


0 

0 

2 一 

1 3 

是 非 异 阵 ， 并 求 MX-:。 
证 将 M 分 块 为 , M=(C 3), 其 中 A=(1 1),， B=L, C= 

(1 到) 因为 ，IA1=1，|C1 =7， 故 4 与 C 均 非 异 《由 定理 人 ， 

于 是 应 用 第 一 章 的 《12》 式 可 知 M 非 异 ， 且 

»* 39 ， 


—C-1BA! C-! -~C-14-!1 C-! 


M-l = 二 
-1 的 站 0 
由 (28》 式 ， 
4 -1 3 1 
_ 1_1 
和 
-3 1 -1 2 
-is 1/ 9-2 
因而 C-14-"1= 一 以 
7(_10 中) 
-9 2 3 1 
7 7 7 7 
_ 10 -3 -1 2 
MT =| -7 7 一 7 7 
4 -1 0 0 
-3 1 0 0 


(27) 式 的 另 一 个 应 用 是 ， 可 由 它 导出 克拉 交 (Cram8r) 法 则 。 将 n 
阶 (n 元 ) 线性 代数 方程 组 避 apx=bj=1,2,…sn 政 写成 “矩阵 方 
程 ” ，4x =6， 其 中 


Ql Ql, “°° Ain Xl bi 

021 22 °° Gon X2 b, 
A= 9 证 一 , 人 = 

nl Qn2 “人 四 2 Xn bn 


则 当 14| 关 0( 即 4 非 异 》 时 ，Ax = 有 有 唯一 解 。，x = 4 pb， 再 由 (27) 


式 即 得 如 下 的 ， 
克拉 梅 (Cramer) 法 则 ， 当 |4j 关 0 时 ，4x =B 有 唯一 解 ， 
_ (CadiA)b 
”7 4 
也 即 
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各 “oat 0 


Ayr “°° G2 jt ba G2 jr1 Gan| 


xj = |1a G1 bjs sn| = Jan “bn, ft b; Qn fr1 ‘ro On ! 
141 Qi G12 ”Qin 


021 Qs “°° Qan 
Qn1 Gn2 *** Onn 
其 中 @j 是 |A| 的 第 j 列 ， j=1,2,*…sn。 
例 2 如 果 n 阶 线性 方程 组 Ax = 有 对 任何 n 维 列 向 量 5 均 有 和 解 ， 
则 对 任何 n 维 列 向 量 B6，(adj4)x =B 必 有 了 唯一 解 。 
证 既然 4x=b 对 所 有 的 b 均 有 解 ， 故 特别 取 b=e， 此 处 e: 为 
维 标 准 单位 向 量 ， 设 4X = ei 的 解 为 ，x =Bisi=1,2,…n， 则 ABi = 
@i; i=1,2，…,h， 故 由 分 块 矩 阵 的 乘法 ， 
A(B1,B,,-… ,Bn) = CAB,, AB,,*: ,ABn) = (elyez，…。en) = 了 
这 说 明 4 是 非 异 阵 ， 故 14| 关 0。 又 由 (27) 式 可 得 : adj4= |414"， 
于 是 由 第 一 章 定 理 1 ，adj4 也 是 非 异 阵 ， 故 由 克拉 梅 法 则 ，(adi4) x 
=B 有 唯一 解 ， = (adj4)-'B。 
《28) 式 与 (27) 式 的 一 个 有 趣 应 用 如 下 例 所 示 ， 它 用 握 阵 的 元 
素 及 其 代数 余子 式 的 关系 式 来 刻 划 正 交 阵 的 特性 。 
例 3 设 4= (qj)axn 是 ! 阶 非 零 实 阵 ，z 关 2，45 是 aij 的 代数 余 
子 式 ， 
(i 》 如果 和 是正 交 阵 ， 则 hij=aij,，( 当 141 =1);， Aij= 一 0ij 
(GIA|= -1); i,j=1,2,.,h, 
(让 》 如 果 ij =Qij;i,j=1,2,°" hs 则 A 必 是 行列 式 等 于 1 的 正 
交 阵 ， 
(iii) 如 果 45= -oj 时 = 1 2，…m， 则 和 必 是 行列 式 等 于 -1 
的 正 交 阵 ， 
换言之 ， 4 是 行列 式 为 1 的 正 交 阵 的 充 要 条 件 是 ，Aij=aij,(i,j=1， 
2 ,1) ;4 是 行列 式 为 -1 的 正 交 阵 的 充 要 条 件 是 。，Aij= aij,(i,j = 


es 4t 。 


1,2,'' ,1)。 
证 因 A 和 A 正 交 ， 故 (上 节 例 1 已 证 ) 得 |4|= 土 1, 于 是 由 (27) 式 
可 得 
=A-!=|A|-iadiA 
比较 上 式 两 边 的 第 j 行 第 i 列 元 素 ， 即 得 0i; = 141~!1h;;}， 故 得 (i) 
再 证 (这 ) 因 Aij=ay;i,j=1,2，…shn， 故 由 《26) 式 即 得 


AA’=|Al.1; - 《29) 
上 式 两 边 取 行列 式 ， 并 由 行列 式 乘法 规则 可 得 
14l°=|1A|.|Al=1Al” (30) 


又 比较 〈29) 式 两 边 的 主 对 角 元 ， 即 得 

Da P= Pay 1A 
因 人 4 是 实 方 阵 ， 且 非 零 ， 故 由 上 式 可 知 ，|4|>0, 于 是 由 《〈30) 式 即 
得 141 一 = 1, 因 为 14| 是 实数 ,是 大 于 0， 故 必 有 :14 =I( 因 x 一 一 1= 
0 的 实 根 只 能 是 1 或 -1) ， 于 是 由 (29) 式 ， 人 4 是正 交 阵 

再 证 《iii》 同 Gii》 的 证 法 ， 由 假设 4i;= -oj， 可 得 
AA’= -|]A|I, (C31) 

比较 上 式 两 边 的 主 对 角 元 即 得 

= De" -= 寻 oy= -14| 
故 由 4 是非 零 实 阵 的 假设 可 知 ，|A1<0。 又 在 《31D 两 边 取 行 列 式 
即 得 ，14|?=( 一 1)"|41"”， 或 者 |41"?=( 一 1)”， 当 是 奇数 时 ， 只 
有 |4| = -1， 当 nn 是 偶数 时 ， 由 于 |4|<<0, 故 也 只 能 是 14|=-1 
(4| 关 1)， 于 是 由 〈31) 式 知 ，4 是 正 交 阵 。 


$4 行列 式 的 各 种 计算 方法 


计算 高 阶 行列 式 是 复杂 而 困难 的 事 ， 但 在 实际 问题 与 理论 问题 中 
又 往往 非 解 决 不 可 。 从 理论 上 来 说 ， 虽 然 必 可 用 行列 式 的 性 质 将 原 行 
列 式 化 为 上 三 角形 行列 式 〈 数 字 行 列 式 确 是 这 样 计 算 的 ) ， 但 对 文字 
行列 式 、 就 未 必 能 实现 这 一 想法 ， 故 需 另 想 他 法 。 本 节 将 介绍 四 类 常 


ee 42 。 


见 的 方法 ， 它 仅 以 $1 中 的 定理 1、2、3 为 基础 。 在 $5 中 还 将 介绍 一 
些 有 时 更 为 有 用 的 方法 。 

第 一 类 方法 一 一 将 原 行 列 式 化 成 上 〈 下 ) 三 角形 行列 式 

上 下》 三 角形 行列 式 等 于 它 的 主 对 角 元 的 彝 积 〈 见 (14)、(15) 
式 ) 。 因 此 ， 若 能 将 原 行列 式 化 为 上 《下 ) 三 角形 行列 式 ， 自 然 是 最 
理想 的 了 ， 数 字 行 列 式 必 能 这 样 做 ， 文 字 行 列 式 却 未 必 。 然 而 ， 以 下 
两 例 所 示 的 行列 式 必 能 化 为 上 三 角形 行列 式 。 

例 1 计算 n 阶 行列 式 ; 


a b, 1 ba ~ 


Cs» Q2 
D» = » 


1 


， 称 为 机 型 I 
Cn Cn 、\ 

解 我 们 恒 可 设 ai 去 0,?=2,3,'"'sho 因 若 有 某 些 w=0， 例 如 
4,=0， 则 将 Ds 按 它 的 第 n 列 展开 ， 得 到 Du=(-1D"ribA li， 而 
容易 算出 ，An_1= (一 1)"02…an_ics。 对 其 他 ai=0 (i1) 的 情形 也 可 
仿 此 办 理 。 


今 将 Do 的 第 i 列 的 -全 傍 全 加 到 Ds 的 第 1 列 上 ，i=2,…sn, 由 
行列 式 性 质 6.， 得 到 


例 2 计算 n 阶 行 列 式 ， 


a, 0 Qn-2 On-1 
Da= Ct Dr .. = ， 称 为 模型 I 
> Di 六 
靖 1 
Ca-1 


解 与 例 1 的 想法 一 样 , 恒 可 设 bi 01i =1,2,°"*h—1 (注意 ， 否 
则 D， 可 束 成 一 个 数 乘 以 D+-,， 而 不 是 D:-1!)。 
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今 依次 以 第 n 列 的 -5 倍加 到 第 z-1 列 、 再 以 第 n-1 列 的 


-二 们 加 到 第 -2 列 、 最 后 以 第 2 列 的 -人情 加 到 第 1 列 ， 


ri 米 米 … 炒 


如 
D, 二 b, =ribib,*bn_y 《33) 
其 中 
_ C1 Cl1C? -1 CiCoz Cn -1 
r=00 ~ 0 十 0 一 (一 1)2l0 ls -1 (34) 
11 0 二 2b, 1 ba pz- 


D， 的 第 1 行 中 非 第 1 列 的 元 素 在 计算 时 用 不 到 ， 故 只 打 # 号 ,而 
一 概 不 具体 写 出 《今后 对 解决 问题 本 身 用 不 到 的 元 素 均 如 此 做 ， 不 再 
另 作 说 明 》。 

很 明显 ， 凡 行列 式 能 够 化 为 模型 1 与 模型 五 者, 必 能 化 为 上 三 角形 
行列 式 计算 之 。 (参阅 本 节 例 6 与 例 8 ) 。 当 然 ， 不 是 模型 工 与 下 的 
行列 式 有 时 也 能 化 为 上 三 角形 行列 式 ， 如 下 例 所 示 。 

例 3 计算 n 阶 行列 式 ， 


jx -a ~a -a 一 0 

a x -a -a -a 

a a x -a ~—a! 
D; = 

a a a X -a 

a a a a -a 


Dr = 
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第 二 类 方法 一 一 找 道 推 关系 式 以 求 出 原 行列 式 
如 果 记 原 行列 式 为 D,, 则 要 找 了 ， 与 卫 "-: 的 关系 式 ， 或 者 Dr 与 
D,-!、D，-， 的 关系 式 ， 再 由 此 求 出 Do， 请 看 以 下 两 例 。 
例 4 计算 下 面 的 范 德 划 (Van der Monde) 行 列 式 ， 
1 xX x? XXX 
1 xs Xi we XT? xXx! 
Ds = [Vr] =| 


1 Xp XXX 


(35) 


1 Xn X22 + Xr MX 
《有 时 记 Vn= V(X1,X2，… Xn)， 称 为 X41,x%2，… ,Xn 的 范 德 莹 矩阵 。) 
解 ” 从 iVs| 的 最 后 第 2 列 开始 ， 依 次 将 前 一 列 的 -~ 加 倍加 到 后 
|! Xi—Xn XiCX!— xn) or XIIXI~Xn) XX ~ Xn) 


il Xo~Xn KXo—Xn) XK Xp) XX Xn) 


1 Mr-1 一 Mn Mr-1(Xn-i 一 Xp) Xai Xn ~ Kn) Xa? (Xn i~Xn) 
1 0 0 “oe 0 0 
= (~ 1)" lx ~ Xn) (Xs ~ Xn) Xn ~ Xn) | Ve 
= (Xn ~— X1) (Xn ~— Xe) (Xn — Xan-1) | Yo il 
这 就 是 要 找 的 递 推 关系 式 。 于 是 可 得 如 下 诸 等 式 
1Va| = (Xn — X1) (Xn— Xe Xn ~ Xn2) Xn— Xn-1) | Vnil 
[Va = (Xns ~ X14) Xn ~ Xe) Xn ~ Xr-a) Vi 
IVs| = (xs ~ X%1) (xs — X2) |V,| 
1Vz:| = (%, ~— %1) 
逐次 向 上 代入 诸 等 式 ， 芭 有 
[Vr] = (Xa ~ X1) (xn 一 和 (xn Xn-2) Xn — Xn-1) 
X (Xn ~ XI) Xn-i— Xo) Xn-1 — Xn-2) 
X (Xs ~ X1) (Xs 一 X2) 
X (xz — X11) 
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= _1l (xi— x;) (36) 


这 里 ，II 是 连 乘 号 ， ,以 ,。, 表示 对 所 有 满足 1<j<i<n 的 因子 
各 一 %i 作 乘 积 。 

例 5 计算 如 下 的 n 阶 “三 对 角 行列 式 ”， 
a+b ab 


1 a+b ab 
1 a+b 


Dn= 


“a+b ab 
1 a+b 


解 将 D, 按 它 的 第 1 列 展 开 ， 得 到 
ab 
1 a+b ab 
了 ,= (+D)D， 一 1 atb 
" 1 “， a+b 
再 将 上 式 右 端的 第 2 项 (n -1 阶 ) 行列 式 按 它 的 第 1 行 展 开 ， 即 得 
n= (a +b) Dr_! ~ abDn_, : (37) 
今 先 将 (37) 式 改 写 为 ， 
Dn — bDn_! =a(Dr.! —bD,,) 
连续 运用 关于 D, -bD,-, 的 上 述 递 推 公式 ， 可 得 
D, 一 DD =a""*(D, - bD,) 《38) 
再 将 〈37) 式 改 写 为 
D; ~ aDn.! =b(D,., -aDr_,) 
故 同 理 可 得 
Do ~ aD;., =b"-*(D, -aD.) 《39) 
由 直接 计算 可 知 ，D1=a+b,D,=a?*+b*+ab， 将 它们 分 别 代 入 《38》 
式 与 (39) 式 ， 得 到 
D»—aDn_, =a", Dn — bDn., = br (40) 
当 a 到 bb 时， 由 (40》〉 的 两 式 可 算得 ; 


1 
D>= -一 一 ntl__ pnr+l 
26 br*') 


s A6 % 


当 a=b 时 ，《〈40) 式 化 为 D: =aD,-, +a"， 连 续 运 用 这 个 递 推 关 
系 式 可 得 ， 
D:=a'-1D,+(n-1)ar= (n+1)ar ( 因 D, = 24) 

第 三 类 方法 一 一 升 阶 方法 

第 一 、 二 类 方法 实际 上 是 降 阶 的 思想 方法 。 有 时 ， 对 某 些 行列 式 
来 说 ， 需 要 将 它 的 阶 数 放大 ， 使 升 阶 后 的 行列 式 易于 计算 ， 从 而 求 出 
原 行列 式 ， 如 下 面 两 例 所 示 。 

例 6 设 U= (wus,…,un) 是 n 维 实 列 向 量 。 且 满足 ，u/u= 
w+wi+ Us=1， 称 n 阶 阵 I,~2uu’ 为 实 镜 象 阵 。 证 明 : 

1 一 2 2d ~ Un 
2 | 2 2 2 1) 


一 2 一 2 ~ 2u3 


证 将 iI,-2uu’| 升 阶 为 下 面 的 n+1 阶 行列 式 : 


1 201 2U, "2Un 

0 1-283 一 2 ‘0 ~ 2Uln 
“ | 了 一 2un’| =|0 —2UnU: —W2Us ~ 2Uoln 

0 一 202V1 一 2 oo 1~2u2 | 


将 上 式 右 边 的 r+1 阶 行列 式 的 第 一 行 的 万 倍 分 别 加 到 它 的 i+1 行 
上 3 i=2,.,n, 即 得 

1 2U1 212 "°° 2un 

Wi 

[I ~ 2u1 | = lw ， 1 

1 
上 式 是 可 以 化 为 上 三 角形 的 模型 工 ， 故 由 (32) 式 及 假设 条 件 也 w? =1 
即 得 , 


[1 ~ 2u’| =1el1 ee 1(1- 


YiM。 

Me 

站 

[obend 
全 


1- 2 习 ui= -1 
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本 例 也 可 直接 将 [1 一 2uwu | 化 为 上 三 角形 行列 式 ， 但 有 一 定 的 技 


巧 性 ( 见 本 章 习题 12) 。 


例 7 计算 n 阶 行列 式 : 
1 


D,= 


1 


1 
1 


xX! Xi 
Xa Xi 
Xn-1 Xn-1 
Xr XX 


1 x xX? 

1 Xx, Xi 

ho x x? 
n-l a4—1 

1 Xn xX 

|: % Xx? 


即 插入 一 行 与 一 列 ， 使 At 是 关于 MX13X%29 
行列 式 ， 此 处 x 是 变数 。 由 此 可 知 ，D 是 An41 的 元 素 知 ”的 余子 式 。 


应 用 〈36) 式 可 得 


XI Xl 
X12 Xn 


、 
Le n 
Xt Xr- 


XI Xs 


Any1 = (XX KX—X) (XX— Xr) (Xx — Xn) 


X (Xn ~ X1) (Xn ~ Xs) 


XX** 


X (Xs — xX,) (Xx 一 Xi) 


x (Xx, ~— X1) 


“(Xn — Xn_1) 


= (XX) (X— Xo) (XxX— Xr) CX— Xn) 


故 4 是 一 个 关于 x 的 nn 次 多 项 式 ， 它 可 写成 


Ai 三 


1<j<i<n 


"XI? XIT! xX! 
有 一 2 -1 nn 
X3 xX? XxX? 
XT? XI Xl 
Xi? Xi! x; 

[ X22 Xn-! xX” 


,XnsX 的 n+1 阶 范 德 荣 


TI 
11<i<n 


(Xi~ Xi) {xX + (—1) (Xt Xs ++ Xn) x"! 十 


另 一 方面 ， 将 4 按 它 的 第 n+1 行 展开 ， 即 得 


Ai 三 


II 
il&ij<icr 


“38"。 


(Xi~ Xj)) eX + (— 1) 71DX""! 十 


比较 Auovi 中 关于 xX" 的 系数 ， 即 得 


Dn =(X1+ Xt + Xn) II (Xi — Xj) 


上 例 的 升 阶 想法 虽然 比较 自然 〈 化 成 有 已 知 结论 的 范 德 蒙 行列 
式 ) ， 然 而 播 入 的 最 后 一 行 〈x 的 短 ) 却 不 是 马上 可 以 想到 的 。 一 般 
说 来 ， 升 阶 法 是 比较 难 掌握 的 ， 因 此 ， 只 有 在 用 其 他 方法 不 易 解决 ， 
或 者 明显 地 可 用 升 阶 法 解决 的 时 候 (如 下 面 的 例 8》 才 考虑 用 此 法 。 
象 例 6， 也 可 不 用 此 法 ， 人 解决 它 的 最 简捷 的 方法 将 在 下 节 出 现 (§5 例 
4) 。 

有 时 ， 可 以 一 题 多 解 ， 如 下 例 所 示 。 

例 8 用 第 一 、 二 、 三 类 方法 计算 n 阶 行列 式 ， 


EE aa .al 

| 

La XxX, a a| 
D,=| 

| | 

lig a a x 


解 不 妨 设 xi 关 4a， 否则 立即 可 将 D 化 为 上 三 角形 行列 式 ， 问 题 
已 解决 。 
(i ) 先 用 升 阶 法 。 将 Du 升 阶 为 ， 


i1 | 


0 Xia Q 

Dn=I0 a x, a 
1 
10 aa Xn 

将 上 式 右 端 行列 式 的 第 2、3、…n+1 各 行 分 别 减 去 第 1 行 ， 得 到 

1 a ae a | 
一 1 XxX-—a | 

D,= ij. xX,—a | 
-1 | 


于 是 化 为 能 用 上 三 角形 行列 式 结论 的 模型 1， 由 (32) 式 得 
as 49 。 


Dr = Ca-o…coo-o 人 1- a ) 


i~1 Xi 一 人 


= IH (Xi—a) (1 + 3s) 


“(1》 找 递 推 关系 式 。 将 xn 写成 ，xo = (加 0) + 于 是 
X OG a … a a+0 


QaQ Mg … a 4 二 0 


D, = 
a a a +» Xi a+0 
gq a a … a a+ (Xn—a) 
应 用 行列 式 性 质 3 ， 
Xaaa allpxa .a 0 
， a Xx,a a a la X, a 0 
Ds=| .oe 十 | oo 
CC 40 Xz_1Q a a Xn-10 


aa 和 aa al|l laa .a Xx-a 
上 述 右 端 的 第 一 个 行列 式 容 易 算出 《可 化 为 上 三 角形 行列 式 ) 、 它 的 
值 是 ，a(x1 一 0)…(xn-1 一 0)， 第 二 个 行列 式 按 它 的 最 后 一 列 展开 ， 其 
值 为 (xs*- a)D, _:， 故 得 

Da=a(X—a) (Xn1 ~ 9) + (Xn ma)D_! 
然后 用 归纳 法 便 得 ps = 开 (4-0)(1+ 袜 -二 2 二) (计算 过 程 略 ) 

《这 )》 化 成 二 三 角形 行列 式 。 从 Ds 的 第 n 行 开始 ， 依 次 将 每 一 行 
减 去 上 一 行 ， 即 可 得 
Xi a a + a a 


Q 一 X1 X2 一 4 
a-X, Xs 一 0 


a 


卫 , = 


Xn-i~a 
Q— Xn xd 


于 是 又 化 为 能 用 上 三 角形 行列 式 结论 的 模型 I ， 以 下 就 不 再 重复 计算 
了 。 
es。 50。 


第 四 类 方法 一 一 运用 行列 式 梁 法 规则 

设 要 计算 之 行列 式 为 D= 141， 下 面 介绍 三 种 用 法 ， 

( i) 先 算出 到 =1411441=14441 =k， 然 后 根据 口 的 具体 形 
状 判定 D= /KE 或 D=-wWK。 

例 9 计算 行列 式 


a ~-b -ce -d 
ba -dre 
D= 
cd a -b 
d~c b a 
解 ”由 行列 式 乘法 规则 可 得 
0 0 0 1 
6 
D? = 0 0 0 =0, (G6=a+b +e :+d 
0 0 0 0 
0 0 0 #¢6 


所 以 D= 土 br= 土 (at+br+cr+d?)?， 但 由 吃 可 直接 看 出 , 它 合 有 a 
这 一 项 ， 故 可 判定 ， 刀 = (a+b+e+)’。 


(让 ) 取 某 个 已 知 的 非 零 行列 式 4,， 使 这 种 4 乘 忆 后 ， 可 得 : 
4D=K4， 于 是 D=k。 


例 10 计算 n 阶 循环 行列 式 ， 参阅 第 一 章 35 例 10) 
C1 CC» ca Cr- Cn 


Das=iCl=| 2 2 Oe ot 


Cs Cs Cs cn ci 
解 ”为 书写 简洁 起 见 ， 以 n=3 为 例 介绍 此 法 。 取 *~1=0 的 三 
个 根 ,X1 =1, Xs =o， xs = of 其 中 @= 一 ), 作 4sx2s% 的 范 
德 蒙 行列 式 ， 


| 工 x x? 1 1 1 
A= ,1 x, xi|=|1 ©@ 0|=(0:~1)(0 -0)(0 -1)zA0 
1 Xxs X? 1 0@2 四 


。 bl 


( 因 1,0,%? 全 不 相同 ) ， 由 于 呈 =1，1+o+ox= 0， 故 由 行列 式 乘 
法 规则 可 得 : 
C1i+Cs+Cs C1t+Cs+Cs C1+Cs+cs | 
AD,= | cit@cstoic, cs+oc +Oxc cst+hcs 二 Ozci | 


cit@icst+oc, ctoc+o@cs cst+wc, +oc 


Ii 1 1 
= (cl +c, +ca) (ci + Oca + oc) Cc toOcs tc) | 1 0 o? 
1 02 0 


= (cl +cs+cs)(cr+Oc+Oxcs)(c + ?cs t+ Wes) 4 


上 式 两 端 消去 A 即 得 
了 Da = (cl +caz+cs)(cl+wacs + Ocs) (ci + Wc, + Wcs). 
当然 ， 对 3 阶 循环 行列 式 来 说 ， 可 直接 算得 
也 ,=ci+ci+ci~3ciczcs 
这 里 取 n= 3 来 算 D ， 只 是 为 了 说 明 方法 而 已 。 由 上 述 两 个 式 子 还 可 
顺便 得 出 分 解 式 ,ci +ci +c3- 3cicscs= (C1 二 Cs +c3)* (C1 +Wcs oaics)。 
(cl 十 Ozcy + Wes)o 


对 丸 阶 行列 式 Du， 完 全 仿照 上 面 的 方法 ， 可 得 
了 ， 三 I 《ci 十 cy 十 63cs 十 。- +E'"-lc,) 


其 中 纪 是 x*-1=0 的 个 不 同 的 单位 根 ， i=1,2,…,n 。 
《ii) 将 了 拆 成 若干 个 容易 计算 的 行列 式 之 积 。. 
这 是 经 常 运 用 的 方法 ， 它 比 (i)、( 讶 ) 两 法 容易 应 用 些 。 
” 例 11 证 明 3 阶 阵 ， 


cos2 9 cos(O+qp) cos(0+») 
A= ( cos(p+0) cos 29 coS(9 +Y) ) 
cos(¥Y+0) cos(y+w) cos2y 


是 奇异 阵 。 
证 ， 由 和 和 角 公式 及 行列 式 滋 法 规则 ， 
ee。 52 。 


cosg Sin0 0|l| cosg cosp cosW 
141= |cosy sing 0||-sing ~sing ~siny|=0 
cosy siog 0 0 0 0 
故人 4 是 奇异 阵 。 


$5 “行列 式 的 分 块 ， 行 列 式 的 降 阶 定理 


”本 节 的 结论 与 方法 十 分 有 用 ， 其 思想 方法 主要 是 降 阶 的 思想 ， 有 
时 也 涉及 升 阶 的 想法 。 


一 、 行 列 式 的 分 块 
与 矩阵 的 分 块 一 样 ， 今 将 n 阶 行列 式 适当 分 块 ， 
A Al 和 … 4 
4:，4:。… A,, 
I4l= (42) 


人 si 4 "°° ss 


其 中 全 是 mx 术 阵 。 习 加 =n。 称 (42) 式 右边 的 行列 式 为 s 阶 分 类 行 


列 式 。 下 列 命题 在 行列 式 计算 中 将 起 重要 作用 。 

基本 命题 以 非 零 阵 KK(K,) 左 《 右 ) 乘 分 块 行列 式 〈42) 的 某 一 
行 〈 列 ) 加 到 它 的 另 一 行 〈 列 ) 上 去 ， 得 到 的 新 的 分 块 行列 式 与 原 行 
列 式 相等 。 加 

证 仅 就 “ 行 变换 ”证 之 ， 也 即 要 证 : 
| A Al, 机 Ais Ai Ai, 机 | 


Ai+KAj;, Aist+KAj;, 和 Ais +KA;s| 4 Ais … Ai 


[也 | = ss | 。。。 = |A| 
4 Aj, Ajis Aj Aj, Ajs 
Asi A,, A;s Asi A,, Ass 


由 《八字 规则 ”可 得 
es D3 。， 


In, 
上 式 两 边 取 行列 式 ， 并 用 乘法 规则 及 第 二 章 (19》 式 ， 即 得 
BI = [nm] 1A=1AI 
对 “ 列 变换 ”， 可 仿 此 证 得 。 
例 1 设 4 与 3 为 同 阶 方 阵 ， 则 -- 
p=|g A 


=|A+B||A-8B| (43) 
证 ”以 1 左 乘 DD 的 第 2 行 后 加 到 DD 的 第 1 行 上 ， 由 基本 命题 即 
A BI_IA+B B+A 
[#4 -| B A | 
以 -I 右 弱 上 式 右 端 分 块 行列 式 的 第 1 列 并 加 到 第 2 列 上 ， 得 到 ， 
4BI Il4+B 0 - 
| A= B A-B (44) 


因为 分 块 下 三 角 阵 的 行列 式 是 分 块 上 三 角 行 列 式 的 转 置 ， 它 仍 等 于 每 
个 子 块 的 行列 式 的 乘积 ， 故 由 《44) 式 得 


A 下 =14+BIIA- 到 四 
并 月 《43》 式 ， 下 列 行列 式 就 显得 十 分 容易 算出 了 ， 
-a DC d -~ 
GO)-GWMN 
a c bo-a 
_lc-ad+bl . |-c-a b-d - 
~ ldtb ec-a D-d -c~-a 


={(atc)’~ (b-0)}{(a~c)’— (b+a)’} 
~-{ai+bte—-D(a-bt+ctd). 
(atb—-c+d)(a-b~c—-d) 


。54 。 


例 2 设 8 与 C 都 是 同 阶 实 方 阵 ， 则 
| -3 8 5|=IB+w=icl1B-wW=icl (45) 


称 《45》 式 为 地基、 华 兹 乌 斯 基 (Szaraki-Wazewski) 公 式 。 
证 先 以 V -11 右 乘 夭 行列 式 的 第 2 列 并 加 到 第 1 列 上 去 , 再 以 
(-w -ID 左 乘 新 得 到 的 行列 式 的 第 1 行 并 加 到 它 的 第 2 行 上 ,由 


基本 命题 即 得 
2 | |B+vV/-ic cl _la+w=ic © 
-CD lvV-1CB+w/ -1C)B 0 B-A/-IC 


=|B+w/ -1CI [IB- MV -1cl 


由 (45) 式 立即 可 得 
a -bo—-c -d 


:Ci 


[人 人 和) 


=(@+b:+ce +d)? 


(参阅 本 章 834 例 9) . 
二 、 行 列 式 的 两 个 降 阶 定理 


第 一 降 阶 定理 。 设 ( 台 呈 ) 是 方 阵 ， 且 4 非 异 ， 则 
[EB|=141.1D-cA-!B (46) 


证 这 只 要 以 -C4-: 左 乘 | 人 了 引 的 第 一 行 ， 并 加 到 第 二 行 上 
去 ， 由 基本 命题 。 便 得 
|é 中 - 0 -caal= 42-C4 引 
注 “一 些 矩阵 论 专著 及 近 儿 年 的 文献 中 常 称 此 定理 为 许 尔 


。55 。 


(Schur) 定 理 《〈 原 出 处 见 ，I.Schur，Potenzteihen im Inern des Fin- 
heitstreises, J. Reine Angew,.Math.,Bd 147(1917),，s. 205~232), 但 


也 有 称 为 加 藏 《* 二 ) 定 理 的 。 为 明确 其 实际 含义 ， 我 将 它们 改称 


为 第 一 降 阶 定理 。 
由 第 一 降 阶 定理 即 可 得 如 下 重要 的 推论 1。 
推论 1 设 和 4 与 DD 分 别 是 n 阶 非 异 泗 与 m 阶 非 异 阵 ，B 与 C 分 
别 是 nxm 阵 与 mxn 阵 ， 则 有 如 下 的 升 阶 公式 ， 
AB 


| 1 
D-CA-1B 一 一 一 


推论 2 设 A.B.C.D 是 同 阶 方 阵 ， 如 果 4 是 非 异 阵 ， 且 AC= 
C4， 则 . 


[EB = |AD-CB| C48) 
证 由 第 一 降 阶 定理 ， 并 应 用 行列 式 乘 法 规则 得 到 
|é B|=14I1D-CA-'B| =|AD- ACA-!B| , 
由 假设 ，4C = C4， 故 上 式 即 可 化 为 〈48) 式 。 
第 一 降 阶 定理 的 另 一 种 形式 是 ， 若 方 阵 (& 也) 中 的 了 是 非 异 阵 ， 
则 
[EB =|D1"14-BD Cl (49) 
由 于 其 证 明 与 〈46) 式 的 证 法 相同 ， 故 从 厂 。 将 (49) 式 与 (47) 
式 合 并 运用 ， 便 得 如 下 一 个 更 有 用 的 降 阶 定理 。 


”第 二 降 阶 定理 设 和 4 与 分 别 是 n 阶 非 异 阵 与 洲 阶 非 异 阵 ，B 
与 C 分 别 是 nxm 阵 与 识 xn 阵 ， 则 


ID-CA-1B| = 上 TIA-BD-ICI (50) 
行列 式 的 两 个 降 阶 定理 的 证 明 虽 然 是 一 目 了 然 的， 然而 它们 却 有 
极其 广泛 的 应 用 ， 下 面 举 一 串 例子 说 明之 。 
例 3 ”计算 行列 式 
.56 。 


1|2 1 0 1- 
|] 3 2 1 0 2 
D=| 1 1 2-1 5 
0 -1 1 

4 5 8 7-1 


1 0 3 
-as (oo 

2 14 -20| | 14 ~20 2 

-| 了 1 5| =118 


对 任何 m 阶 行列 式 ,我 们 总 可 以 仿照 全 3 的 做 法 ， 将 它 降 低 2 阶 。 
如 该 行列 式 左 上 角 的 2 阶 阵 奇异 ， 则 考虑 其 前 两 行 中 的 其 他 2 阶 阵 ， 
取 其 中 一 个 非 异 阵 并 经 列 的 对 调 将 它 调 到 左上 角 妈 可 。 若 前 两 行 中 的 
所 有 2 阶 阵 均 奇异 ， 则 此 两 行 成 比例 ， 其 值 已 得 出 ， 即 该 行列 式 等 于 
零 。 

例 4 证 明 实 镜 象 阵 五 -2 uw’ 前 行列 式 等 于 -1， 其 中 下 是 # 
维 实 向 量 ， 且 wu = 1 (参阅 本 章 84 例 6) 。 

证 由 第 二 降 阶 定理 即 得 


EA A Tel ~ zwu) =1-2=~1 


这 个 证 法 之 简捷 远 非 34 例 6 的 证 法 可 比拟 。 
为 了 运用 时 方便 起 见 ， 常 将 第 二 降 阶 定理 改写 为 ， 
ID| 
[4| 

例 5 设 A 是 nn 阶 非 异 阵 ， 0 与 8 都 是 n 维 列 向 量 ， 则 由 (51) 
式 可 得 


ID+CA-1B| = [A+BD-iC| (51) 


es 57 。 


[A+aB’| = | +B’/A-ia) = 14 (1L+B'A-im) 


所 以 A+o8’ 是 非 异 阵 当 且 仅 当 1+8'A-'a 关 0。( 参 阅 第 一 章 82 例 4)。 
例 6。 设 荆 az0， 计 算 行列 式 : 


0 +d … 0 十 Or 


az +a 0 … G+an 
， 有 天 字 2 


eee e6e 


or 二 Or 十 G 0 


解 先 将 De 改写 为 下 列 两 个 方 阵 之 和 的 行 殉 式 ， 再 凑 成 D+ 
CA4- 划 的 形状 ; 


Qi 十 0 @ 寺 Ga，…% 0 十 or 


a a a 
”一 do+a +d, 和，… 2 十 0r 
D, ( 2a, . | 2 1 2 
2an 


ae 


nta Qantas 0 十 0 


2 ai 1 
一 4: ee 
人 
| 0, : 2 01 U1 0 An 
Ga 1 
故 由 《51) 式 即 得 
一 20: 
一 20， 
一 2 
D 
Bd 
0 1 
a 1 
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-一 
= He | 
iT | Wu n 
Vi, 站 
| 2 9 1 9 


j= GQ 


=(—2)"? Ila{ Cn-2):- bp -2 


例 6 表明 ， 第 二 降 阶 定理 将 n 阶 行列 式 “ 一 下 子 ” 隆 为 2 阶 行列 
式 ， 从 而 使 这 个 在 早年 历史 上 认为 较 难 之 题 迎 刃 而 解 了 。 

例 4、 例 5 也 是 将 高 阶 行列 式 化 为 低 阶 行列 式 的 例子 。 这 就 给 我 
们 以 启示 。 车 能 象 例 6 那样 ,将 n 阶 行列 式 14| 所 在 的 方 阵 4 分 解 为 : 


| A=sD+M (52) 
这 里 DD 是 一 个 比较 容易 计算 其 行列 式 与 求 逆 的 非 异 阵 ( 如 对 角 阵 ), 而 
M=HL (53) 


其 中 五 与 工分 别 是 nxr 阵 与 "xn 阵 , r<n, 则 由 《51)、(52)、(53) 
式 即 得 
[A1=|ID+HL|=|D|: [I,+LD-H| 

这 样 就 将 z 阶 行列 式 降 为 r 阶 行列 式 了 。 那 么 ， 如 何 找 分 解 式 《52) 
与 《53) ， 且 使 r 尽 可 能 小 呢 ? 这 是 个 有 趣 的 问题 。 关 于 分 解 式 (53) 
在 第 四 章 中 会 涉及 到 。 

今 再 将 第 一 降 阶 定理 用 于 理论 推导 中 ， 如 下 两 例 所 示 。 

例 7 设 和 = |4(1 3 2 是 实 对 称 阵 4= (as)w 的 i 阶 硕 
序 主子 式 ! i=1,2,…sn。 对 任意 一 个 i1<i<n, 如 果 4=0, 而 
Ai_shi,1 了 天 0， 证明 全 -As<0。 | 


证 记 妈 =4A(1 2 ;)，1<i<n, 将 入 写成 


12… (i-1) 
4 2 1 (i~1) Q Ai1ia 


| A(i) 


(54) 


0 aii 


e 59 。 


其 中 = (aas ya-ui)。 由 假设 ， 人 -0， 故 4 是 非 异 阵 ， 故 
由 第 -一 降 阶 定理 ，〈54) 可 化 为 ，Ai=Ai-ilai 一 /Ai510)， 但 由 假设 
=0, 故 得 
ai~-QAiia=0 《55) 
同 理 ， 由 第 一 降 阶 定理 可 知 ， 
I4 a 8 


ia= |a’ Ui 41 


/ ; 
8 Uistrt Qaritrl 


= Ai 


(©, i )-(F )Aiacesp) | 


、 *A—1 ， :A—1 
上 
因为 4 是 实 对 称 阵 ， 故 4i-; 也 是 i- 工 阶 实 对 称 阵 。 若 记 g= al 
w'A47TLB， 于 是 

Ge 一 BATLC= (Gi — BATLG) = GeG AT 
= Gil 一 0 ATIB=8B 
故 由 《55) 式 及 上 式 ，《〈56) 式 可 化 为 


A = A 8 8 | = ~— 8A 


但 已 知 Aii14i_1 冯 0， 故 由 上 式 知 ， Ai.1Ait1<0。 

例 7 的 结论 对 讨论 实 对 称 阵 的 性 质 是 重要 的 。 

例 8 设 A 是 n 阶 实 方 了 泗 ， 且 A4h’=blI,,b>0, 则 对 任何 适合 
1 和 k<n -1 的 上 ， 恒 有 


GD 


这 里 | 入 (如 | 是 4 的 阶 子 式 |4 (如 | 的 代数 余子 式 ， 
2°°"Jk 
i i nn, i<j<j,< … .<jreno 
证 “由 假设 可 知 4 必 是 非 异 阵 。 又 ， 应 用 子 矩 阵 与 原 矩阵 的 关系 
式 : 


es。 60。 


= 人- 


A ee)| (57) 


"Jr 


让 入 ， 
( = . Aleiiseji,*** ,eik) 
万 ji : 

@ir 
(第 一 章 的 (25) 式 ) ,并 由 升 阶 公式 (本 章 (47) 式 ) 及 假设 ，AA4 = bx"( 即 
A-!=b "1A') 可 得 


a 


=i0+| ,. |(A~)!(ej,ejs," ,Cjx) 


[ 


六 疡 … 头 “ 
i 
A-! (Ceilyeijay sejz) 
ei | 
1 ， 
-Ta 
ef | 
DA (ejilyejzy ve 用) | 
ei | | 
= |4| ei 0 (58) 
ef 
采用 互 换 相 邻 两 列 与 两 行 的 办 法 可 将 n+k 阶 行列 式 ， 
biA’ (€j1s€j2s'"* Cik)| 
Ci， 
A= ei， (59) 
. 。 0 
| es 到 | 


的 前 个 列 中 的 第 评 、 设 、…,iz 列 依 次 调 到 前 % 个 列 ， 再 将 它 的 前 nn 个 
行 中 的 第 刻 ,j、…,j# 行 依次 调 到 前 % 个 行 ， 得 到 一 个 新 的 x+k 阶 行 
列 式 ， 

ea 6 。 


-147 (hla**js 
pia (Ne ) * I jo) 
= | 一 (一 s=l . 
万 = p-1B | 1) A (60) 
一 下 0 0 


其 中 


1B1 = 


fi: 人 
站 


因为 5-14/ 2 1)= (0 交 52 六) ) [第 一 章 的 (32 式 )]， 故 得 


jis**ejk 
DY ，， 
jj 
一 下 0 0 
ii, *)) |=|ac( zt | 
B|= Ac 
1B| |(ae (为 7) G3 《62) 


用 行列 式 性 质 将 分 抉 行列 式 61) 的 第 1、3 两 列 对 调 ， 可 算得 ; 


Te kK** * 
0 6071B | De= TREE 1 
0 0 -I 
= |b-1B| = br-*|B| (63) 


以 (59) 代入 〈58)， 再 以 (60)、 (63) 代入 ， 最 后 以 《62》 代入， 
就 得 到 ， 
> (is+j:) 


|4 i io** 
ji jo 


下 


=|4|1.4= 14|，(-1) °D 
之 (is+js) 
= 1Alb™ “《-D" (Fy A -| 
AP 
4 人 (六 ja | 
由 例 8 可 知 ， 任 何 正 交 阵 4 此 时 5=1,14| = 土 1) 的 大 阶 子 式 
与 其 代数 余子 式 最 多 差 一 个 负 号 。 


e 02 。 


= |Al eb 


86 柯 希 - 皮 内 公式 ”两 个 方 阵 之 和 的 行列 式 


本 节 运 用 降 阶 定理 以 及 拉 普 拉 斯 定理 提供 行列 式 理论 中 另外 一 些 
结论 ， 它 们 除了 可 用 于 进一步 计算 行列 式 外 ， 还 用 于 理论 推导 中 。 特 
别 是 两 个 方 阵 之 和 前 行列 式 ， 对 某 些 非 数 学 的 基础 学 科 也 有 用 ， 

一 、 柯 希 - 皮 内 (Cauchy-Binet) 公 式 


行列 式 乘法 规则 的 一 个 推广 公式 是 下 面 的 

柯 希 - 皮 内 公式 设 4 是 nxm 阵 ,日 是 mx 阵 ， 则 
(i) 当 n>m 时 ，14B| =0， 

〈 这) 当 n<m 时 ， a 


= ji jh 
Mr 县 全 天 | sse) 0 
证 由 升 阶 公 式 〈 (47) 7 可 得 
LI Bl lm B 


当 #> 凡 时 ， 将 《〈65) 式 右 端 行列 式 按 它 的 最 后 个 列 展开 ， 则 
在 它 的 m+x 行 中 任 取 n 行 所 成 的 每 个 n 阶 子 式 中 ， 至 少 有 n-m 个 
行 是 零 〈 向 量 ) ， 故 由 拉 普 拉 斯 定理 知 |4B] = 0。 

当 w<m 时 ， 仍 将 《65) 式 右 端的 n+m 阶 行列 式 按 它 的 最 后 n 


个 列 展开 ， 则 (0 内 的 了 式 最 有 C: 个 , 而 其 中 任意 一 
个 都 是 基 个 | 了 ( 旦 区 … 训 |，1<<…<hn<m, 故 若 能 证 明 每 个 
Wi 
[GF 

胃 这 个 事实 ， 


先 求 出 特殊 的 子 式 | B(1 2 “| 的 代数 余子 式 。 将 上 述 m+n 
阶 行列 式 〈65) 如 下 分 块 ， 


， 则 由 拉 普 拉 斯 定理 即 可 得 到 《〈64) 式 。 下 面 就 来 证 


se。 063 。 


0 Tn_n B, 
~ Al 一 4 人 : 0 


其 中 Ai=A(1 2 ,B=B(1 2 吻 知 1B4| 的 代数 余子 式 


(66) 


ne eh Ce nr) 0 ,2 


将 (67) 趟 最 有 端的 行列 式 按 它 的 第 个 列 展 开 ， 得 到 


0 Ln, DICm-n+k) +k] 


~ A! ~ 4， = (~-1) | — Ail [ms 


={—1)" "+tD|A,] (68) 


以 (68) 式 代入 (67) 式 ,可知 1B.1 = | B(1 2 六 | 的 代数 余子 式 
恰好 是 ， 


maf nm n+l) = = 了 2 … 天 
(DC-Demeaial=Hl=|4( 人 22 个 | 


今 再 求 任 一 n 阶 子 式 | B( 罗 


将 行列 式 
4- | 局 引 的 子 决 (m5 刀 ) 中 的 第 刻 ,js、… 庆 行 依次 调 到 第 1,2、…n 


行 的 位 置 ， 同 时 将 4 的 子 块 ( "4 ) 中 信 的 第 如、…,h 询 依 次 调 到 
第 1.2.…, 列 的 位 置 ， 易 知 经 这 些 对 调 后 得 到 的 新 行列 式 DD 恰好 等 


于 4， 且 。 
In 0 A ji; © "| 
D=| 0 Im-n 
- A i 和 坊 -和 0 | 


es 664. 


这 又 化 为 刚才 讨论 过 的 情形 ， 故 可 知 | 5( 六 志 … 攻 )| 在 DG= 7 中 的 


代数 余子 式 就 是 |A (} 2 7)|。 


柯 希 - 皮 内 公式 的 四 个 重要 应 用 如 下 ， 
(i ) 拉 格 朗 日 (Lagrange) 恒等式 ， 设 tr 都 是 复数 ; i= 1,2, 


“sm; m 宇 2， 则 
(Dlr)(S Ie)-| Bn) =,. Dll (69) 
证 因为 


( 己 |ail :人 之 bl’) 一 | Baol = 


Ql b, | 
CI a Go 一 盖 
-( | ao 
bi b; ”* bm : ; 
am bm 
因为 m 宕 2， 故 由 柯 项 - 皮 内 公式 ， (70》 式 化 为 : 

4 qj| | 二 去 
|@; bi ai b; 2 . b: 
(2 Ds )- 5| = "lb bl la ob; 


2 Jaib; ~ bia;|? 


《过 ) 柯 希 - 许 瓦 尔 效 (Schwarz) 不 等 式 ， 设 os 都 是 复数 ，i= 1， 
2，…51M3 WW 之 2， 则 
Ba) <(B1ol Xai) GD 
这 是 明显 的 ， 因 为 〈69) 式 右 端 恒 非 负 。 
Ciii) 广 谱 不 等 式 。 设 如 是 任意 复数 ， = 1，2，…3， s 是 大 于 1 、 


的 任意 自然 数 ， 则 
。 65 。 


pal 


时 
2 _ 工 max .7.12 
之 ki D1i<i<ics |z: zil 


(72) 


S 之 


证 在 拉 格 朗 日 恒 等 式 中 取 由 =Sb=1)ai= 5 和 =1 2，93， 则 


得 到 
s( 宫 lal')-| 训 a | = 加 15 ol (73) 
由 于 《73) 式 右 端的 任何 2 都 出 现 s- 1 次 ， 故 为 简便 计 ， 不 妨 设 
| 和 一 | = |z1™ zs| (74) 


于 是 (73) 式 化 为 


| Zi Zi)? (75) 


si 
当 s=2 时 ， 上 式 右 端的 最 后 三 个 和 式 不 出 现 。 应 用 不 等 式 ，a?+ 妨 之 
《a+b)*/2,( a 与 6 为 实数 ) 以 及 不 等 式 |x+y| 志 |x|+]y| (x 与 > 
为 复数 ,) (75) 式 可 化 为 


时 2 2 1 =! "oe 
守 | >1s-zl+ 六 加 ln- 


s lal 


eid l zi~2i|:>|Z, —2s)* 


+ 3 


上 面 的 不 等 式 经 过 整理 ， 并 注意 到 (74) 式 ， 即 得 〈72) 式 。 
不 等 式 《72) 在 理论 上 有 和 较 广泛 的 应 用 ， 我 们 称 之 为 广 谱 不 等 
式 。 
(iv 乘积 矩阵 的 子 式 的 展开 式 ， 设 么 与 妃 分 别 是 古 xz 阵 与 43xz 
阵 ， 则 . 
.® 66 。 


ce 人 2 


i i 
tit,* -区 ) 


“| 2 六 | ,Sr 
jij»** : 《76) 


| Ch 
0 ， 当 k>n 
1<i<i 人 < <im;l hj <i<l @ 
证 将 4 按 它 的 行 分 央 ， 好 按 它 的 列 分 块 ， 


、. 
C2 
“人 了 = (8 ,8 sp) 


7 
Ci 
Ci2 - 
| , jo 3 (C= 4B) 
Ci 


由 算 阵 乘法 的 定义 易 知 : 
和 一 
(Oa 
上 式 右 端 行列 式 中 的 前 一 个 矩阵 是 kxn 阵 ， 后 一 个 是 nxk 阵 ， 
故 由 柯 希 - 皮 内 公式 即 得 所 要 证 之 两 个 等 式 。 
、 两 个 方 阵 之 和 的 行列 式 
设 A 与 B 都 是 n 阶 阵 ， 则 [A4+ BI 可 下 成 4 的 各 阶 子 式 与 相应 的 
B 的 代数 余子 式 的 乘积 之 和 。 四 如 下 展开 式 ， 
Bo( 训 | 


1B+4|=1B|+ 之 


1 ,2 


名 
+ 
1 1 人 i<j ij, 

十 … 十 A (i -| 
和 j1** ‘jn 
A i “7 ， 
Bc +141. (77) 
矿 … 轧 - 


ee 67 。 


证 将 B 与 4 按 它 的 列 分 块 , 
B= (Bi,B,,*… ,Bn), A= (clay ,Cn) 
连续 运用 行列 式 性 质 3 ， 可 得 


{B+A| 三 |Bi+ai,B, + a ,Bn+an| 


一 1B,,B,, ,Bnl + 也 1Bi ,Bi i190 .9Bi +1s pp 


+ jp “Bj 190i, Biir1s "Bi sQji,sBi,r1s "Bl 


+ hs | cj + [ars02,*"* ,0n| 


应 用 拉 普 拉 斯 定理 ， 将 上 式 右 端 的 n~1 个 多 重 和 式 中 的 行列 式 分 别 
按 其 第 i 列 ， 第 六 ,js 列 ， 第 jjs、*…、jn-i 列 展开 ， 即 得 (77》 式 。 
《77》 式 的 计算 量 很 大 ， 用 得 较 多 的 是 下 列 三 种 特例 
(i B 是 对 角 阵 ， 


A 
人 


n 


此 时 除了 B 的 主子 式 以 及 它 的 代数 余子 式 《它们 也 是 主子 式 ) 外 ， 其 


他 子 式 全 是 零 。 又 因 

1B -= 站 | Be )| = eh HN 
人 人 | 区 | 全 全 全 可 = 

故此 时 (77) 式 可 化 为 ， 


ee 


| 


4 (1) 
4 人 (2 | 
7T172 "11 


+j4| (78) 


ji 


Il 和 at+ 
li 


1 


+ _ | ， ， 了 
1 ji i 


es 6G68 。 


t 


(二) B=%In。 此 时 在 《78》 式 中 取 和 = 和 ,=…= 和 = 入 ， 就 能 得 
到 下 面 这 个 特别 有 用 的 式 子 : 


[Mn t+ A| = 和 Ta ao 2 十 十 Oo-I 和 十 Gr (79) 
i yorik 

其 中 ,a = i > 4 EE) 

和 ， 天 = 1 2，…Ho 


1 Si 
(iii) B= (Me,)ael，…)e)， 而 e= (1,1,…1)/。 由 于 大 >>2 时 B 的 
所 有 阶 子 式 全 是 零 ， 故 此 时 《77) 式 化 为 : 
| Oe, Ne, ,Ne) 十 入 | 


即 ar 是 A 的 所 有 k 阶 主子 式 之 


A hai) 


jrjni 
4") 
[3( 六 | + 


| 


和 AAA 
和 (6 
¢ 几 ”…Jn-1 


工区 


+14| 
Ts 2 Di 


中 


Gs+j:) 
xC-1)"! 


= 

xj 
因为 ii 和 与 入 都 是 12 的 任意 排列 ， 故 袜 ,G + 加 是 偶 
数 ， 又 | 人 (| = 4 ( 见 红 定义), |B()) =， 故 得 


[CNe, 和 Xe， ,Ne)+Al| 
sa 


风光 
A (7") 
C jn 


im=m1t Fe=t 


t= 


或 者 将 上 式 写 成 ， 


和 +TGI N+as … Mn 十 Gin Ql G2 0in 

N+ta Ns ta 和 an 十 C Qo 0 … Qon 

1 十 Gazl Az 十 Q22 2 _ | + NA (80) 
1 


(atom 入 + adns %… 和 rn dnn Gn: Qnzg ，… Con 
其 中 hij 是 aj 的 代数 余子 式 。 
我 们 可 以 应 用 上 述 已 知 的 公式 来 计算 n 阶 行列 式 。 
例 1 计算 n 阶 行列 式 ， 


xX! a ' a 


a a won Xn 


( 见 34 例 8)。 先 将 D 写成 两 个 特殊 的 方 阵 之 和 的 行列 式 


a a 0 
Xi~—a Dd 
Xa aa.a 
D=|B+A}= ， 十 
Xn—a 
Qa a 


当 k 之 2 时 ，A4 的 所 有 阶 子 式 全 是 零 ， 故 由 〈78) 式 可 得 
D- 在 cs-o+ 立 |4(| 匹 -oo 
= 并 (wy~0)+o 六 1 (xi-a) 


例 2 计算 实 镜 象 阵 1:-2uu’ 的 行列 式 ， (WU=1)。 记 44= 
- 2ua/， 因 为 4 的 K 阶 子 式 全 为 0 ( 当 Kkz>2)， 故 由 〈79) 式 得 到 
|- 2uu’| = 1*+al"™! 
但 Qi= -2042+W 寺 42)= 一 2WU= 一 2， 所 以 
IIs—2uu’|=1-2=-1 


习 题 


1. 应 用 82 的 引 理 以 及 行列 式 的 性 质 2 到 性 质 7 证 明 性 质 1。 
即 |Al= 141。 


es。 70。 


(提示 ， 当 4 奇异 ，A4’ 也 奇异 ， 由 引 理 得 出 的 推论 知 ，|4|=0， 
1j4/j=0; 当 肪 非 异 ， 则 A4=PiP,…Ps,A/=P.…P,P,， 而 Pi 和 P' 
均 为 初等 阵 ， 且 |Pi| = |P'|， 于 是 应 用 $2 的 引 理 即 得 。) 

2. 用 行列 式 乘 法 规则 证 明 ， 

(ai +4 +a3 ~ 30l02Gs) (bi + b> +b3 ~— 3bb,b,) 
=(《cj cs 二 cs 一 3ciccs) 

其 中 clyczycs 是 由 aiyazyasypipzybs 经 过 加 、 减 、 乘 三 种 运算 得 出 的 
数 。 

(提示 : ai +ai + ai -~ 3qiqzas 可 表 成 一 个 3 阶 循环 阵 的 行列 式 
一 一 见 本 章 $4 例 10， 并 应 用 第 一 章 $4 例 10) 

3. 设 Qi，bi 均 为 实数 ，i=1,2,3,;4。 证 有 明 ， 

(i) (as+as)(D +b;)=c?i+ce? 

其 中 ci,c; 是 由 41,42,b1,bs 经 过 加 、 减 ， 乘 三 种 运算 得 到 的 数 。 
(这 ) (as +as+ai+as)(8 +b? 十 b+DD) = (ct +ct tet +c?) 
其 中 clycaycsyc 是 由 alyazyasad,biybabayb 经 加 、 减 、 乘 运算 得 到 的 

数 。 
(提示 ， 对 (i) ,由 of + 03 = | 5， 汪 | ， 再 应 用 行列 式 乘法 规则 即 得 。 


对 (这), 作 复 数 ， 本 则 


Xi Xz 
af +a3 +a3 tat= |X1|?+ |X,|*= 


一 xz 和 


再 应 用 行列 式 乘 法 规则 即 可 。) 
注 由 (i) 与 (这 ) 自 然 会 联想 到 ， 对 任意 正 整数 k 以 及 任意 实数 
dis bi, = 1 2。…，25， 是 否 恒 有 


(ge)- Ho 1 C*) 


其 中 c1,…scn 是 由 ai,bj 经 加 、 减 、 乘 运算 得 到 的 数 ，ij = 1,2,…,n。 

这 个 有 趣 的 问题 称 为 平方 和 问题 , 当 k=1,2 时 已 由 (i) 与 ( 放 ) 所 证 
实 。 当 k=3， 回 答 也 肯定 (但 这 里 不 能 证 明 它 ， 因 受用 超越 本 书 范 
围 的 所 谓 “ 八 元 数 ” 的 概念 )。 但 当 K 关 4 时 已 被 呼 尔 维 茨 〈Hurwitz) 


es。 71 « 


在 1933 年 否定 掉 了 。 直 到 1965 年 ， 费 斯 脱 (Physter) 才 用 和 矩阵 技巧 证 
朋 ， 当 ce1,c;，… sc 是 由 4i,bj 经 过 加 、 减 、 乘 、 除 四 种 运算 得 出 的 数 
时 ，(* ) 式 仍然 成 立 。 

4. 证 明 ， 

(i) 如 果 4 满足 4:=IT( 称 4 为 对 合 阵 ) ， 则 当 4 为 实 阵 时 ， 
必 有 ，141=1 或 14| = -1。 

(二 ) 设 方 阵 和 4 非 零 ， 如 果 存 在 最 小 自然 数 s， 使 4:=0《 称 4 为 
5 次 宏 零 阵 )》 ， 则 14| = 0。 

(iii》 如果 4 是 非 异 阵 ， 则 14 "| = 141"。 

5. 设 和 4 与 B 都 是 对 合 阵 , 且 |4|+18| = 0, 证 明 A+B 是 奇异 阵 。 
《提示 ;完全 仿 $2 例 1 之 证 法 。) 

6. 证 明 方 阵 


2 
1 
1 
3 


OO 


1 2 
3 4 
0 0- 
0 0 
是 非 异 阵 ， 并 求 M-:。 
7. 如 果 n 阶 阵 和 4 的 任 一 元 素 均 是 整数 ， 则 称 4 为 整数 阵 。 如 果 

n 维 列 向 量 的 每 一 分 量 均 是 整数 ， 则 称 它 为 整 向 量 。 又 称 行列 式 等 于 
土 1 的 方 阵 为 么 模 阵 。 

( i) 证 明 么 模 整 数 阵 之 道 阵 仍 是 么 模 整数 阵 。 

(六 ) 设 A 是 nn 阶 整数 阵 。 问 ， 对 任何 n 维 整 向 量 65,n 阶 线性 方 
程 组 4x= 8 有 整数 解 的 充 要 条 件 是 什么 ? 并 证 之 。 

(提示 ， 由 (i)， 考 虑 么 模 整 数 阵 的 伴随 阵 的 性 质 ， 并 应 用 克拉 梅 法 
则 。) 
8. 设 4ij 是 n 阶 对 合 阵 殷 的 元 素 qij 的 代数 余子 式 ， 证 有 明 ， 
Aij= 土 Qij; Yj = 1 2，…… 和 0。 

9. (i) 设 
4 (Vi -1 ) 
1 a-ba/ -1 
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其 中 4 与 是 实数 。 让 明 信 的 任 一 元 素 与 它 的 代数 余子 式 的 共 辑 复 数 
相等 。 

(ii) 设 4 是 za 阶 非 零 复 阵 ，45 是 4 的 元 素 0i 的 代数 余子 式 ， 
且 oj = A i,j=1,2,…sn， 证 明和 A 非 异 ， 且 A = 14Im:。 

10. 设 4 是 m 阶 阵 ， 证 明 ，|adj4| =141:。 
‘提示 ， 当 4 是非 异 阵 时 ， 应 用 (36) 式 。 当 4 是 奇异 阵 时 ， 用 (36) 
式 证 明 adj4 也 奇异 ， 再 用 定理 4 。) 

11. 用 化 为 上 三 角形 行列 式 的 方法 计算 下 列 行列 坛 ， 


(il| 1 2 3…P | (i).: Xi G2 08 
-1 0 3 … 用 Ia 2X ap ln 
-1 -2 0 nn TY a ~ Xa “a,| 
站 | 
i-1 -2-3.…0 | -Qt -G2 —Q3 Xn 


(提示 ， 对 (ii)， 可 化 为 能 用 上 三 角形 行列 式 之 模型 I 了。》 
12; 不 用 升 阶 法 ， 试 直接 将 n 阶 实 镜 象 阵 1:2uw 的 行列 式 化 
成 上 三 角形 行列 式 ， 从 而 证 明 |~2uwu | = 一 1 《此 处 wu= 1)。 
(提示 ， 设 = (sssUn)，Dn= | 有 -2220| 当 ww=0 时 ， 立 得 
D, = Di1， 于 是 由 归纳 法 即 得 Ds= 一 1、 当 wx 去 0 时 ， 用 4“ 送 取 法 ” : 
将 wn 乘 到 ( 送 入 ) 第 n 行 (上 )， 然 后 在 第 n 列 提出 《取出 ) ux， 即 可 
很 快 化 为 上 三 角形 行列 式 。 送 取 法 的 想法 在 第 一 章 82 例 3 中 已 说 过 。) 
13. 用 找 D, 与 Ds-, 的 关系 式 计算 下 面 的 柯 希 行列 式 ; 


| 1 1 
XI 二 TI Xi+y, Xi 十 3 
1 1 1 


Ds=| XtY Ma+3 Xs+ Yn 
1 1 1 ， 
Xa 二 YL Xn 十 yo Xn 二 Yi 
(提示 ， 将 Ds 的 前 n~3 行 中 的 每 一 行 都 分 别 减 去 其 第 n 行 ， 并 在 每 
一 行 每 一 列 中 提取 公 因子 。 再 在 提出 公 因子 后 的 行列 式 4 的 前 2-1 
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列 中 ， 分 别 将 它 的 每 一 列 减 去 4 的 第 n 列 ， 再 提取 公 因 于 ， 即 得 
TG) C9 9) 


了 "= 下 po Dr-1 


TT (n+) ' (xi + Yn) 


后 用 归纳 法 。》 站 
14. 应 用 范 德 蒙 行列 式 的 结论 计算 如 下 行列 式 
‘i) Xl XI oe XY ys! 


一 一 2 如 一 人 
X2 XY Xs 2 


一 ~1 
XXX 


_， _ _ 
《这 ) | xitl Xi tx oo。 X91 十 和 

- -2 
1 Xstl Xi+X, … X2 1 十 X8 


- -2 
1 Xnt+1 XL2+Xs + Xl+x’ 


《iii) Xi Xi %3 eeX81 
Xi 一 
Xs nl 
BT Xe 


Xn ， 
Xp 一 T Xn XpXa 


(提示 ， 对 (ii) 从 第 2 列 起 ,依次 以 后 一 列 减 去 其 前 一 列 即 可 ， 对 
(iii )， 设 法 化 为 (这 )。，》 
15 . 找 Dn 与 Dr 1、 Ds» 的 递 推 关系 式 ， 从 而 求 出 D» . 


Ci) [e050 1 
2c0s0 1 
1 2c0s0 
D;» = 、、 


2c0os0 1 
. 1 2c0s0 
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‘ii) 2 名 
py & B 
Ds 二 | 了 2 . @., . 
yy 。 
…， 可 B 
y a 
(Ci) XxX yy yy 
X 了 yy 
. ZzZ Zz Xx 
D, = yy 


ZzZ 2 ZX ?9 
， ZX 
(提示 ， 对 (iii) ,设法 找 出 Dx 与 Dx-1、 Do- 的 两 个 递 推 关 系 式 ， 从 而 
解 出 D, 。) 
16. 用 升 阶 法 计算 n 阶 行列 式 


ov fo 
1 XxX: Xl Xt+1 or XY i 
1 x X41 tt! x 
D,= 
本 和、 


1 Xn XE XEtl oe Xn 
(提示 ， 完 全 念 34 例 7 之 求法 。) 
17。 用 第 一 ， 二 、 三 类 方法 计算 下 面 的 行列 式 
X1 a, 0s "ln | ， 


Ql MX Qs an 


18. 证 明 下 面 的 n 阶 阵 4 是 非 异 阵 : 
cos(0 一 9i) CoOs(O1— 2) Cos(01 —Tn) 
cos(0,— Pp1) CoOs(O,— 2) 1 COS(0,.— qn) : 


cos(On— 1) Cos(On—~ pa) … COs(0n— Pn) 
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19, 


而 Du=0 


设 st= 也 x} ，R 是 非 负 整数 ， 证 明 


So S$! $2 so Sn 


ls S82 ‘S83 i Sn | 


Sn Sn Sa so 


的 充 要 条 件 是 ，X%i = Xj,i 关 jyi,j = 1 2 


(提示 ， 将 D 表 成 x1,x,，,… xs 的 范 德 蒙 行列 式 科 上 它 的 转 置 行列 式 


即 可 ) 


20.s 的 假设 同 19 题 ， 计 算 行列 式 ， 


《提示 : 


从 而 算出 
21. 


(提示 ， 
22. 
(i) 


So Sl ose Snr_1 1 
SI Se Sn x 
Dr =| ee 
| Sn1 Sn Son-2 X11 
|s, Snr1 …  S2n-1 xX” 
可 先 计算 ， 
oe! 
Du， 此 处 V， 是 xi yx，…，xn 的 范 德 蒙 和 矩阵 。) 
设 A,B.C.D 是 同 阶 方 阵 ， 证 明 : 
BCD 时 
A 了 C 
=|A+B+C+DI.|A+B-C-D| 
D AB 
C BA 
x|A-B+C-Dl.|A-B-C+D| 
应 夏 35 例 1 的 结论 ) 
计算 下 列 行列 式 
a b c d| (也 A B CD 
Da-d c -3B A-D CI 
, (4.8 CD 
ac bal |I-DcCc-8 4| 


! 


23. 没 4 与 了 为 同 挤 方 阵 ， 计 算 行列 式 : 
(i) | 


,, | 1 

A 8 (i)|A JBJ 7 
| 1 9 其 中 j= “ 

B-A |B JAJ| ] 1 


(提示 ， 设 法 应 用 85 例 1 与 例 2 即 可 算出 (与 (iD 。) 
注 称 (人 ?47) 为 中 心 对 称 阵 。 它 对 应 用 数学 中 的 信息 论 、 线 性 
系统 论 、 线 性 估计 论 、 数 值 分 析 等 都 有 用 。 
24. 用 行列 式 第 一 降 阶 定理 计算 下 面 的 行列 式 
(i) | 2 -4 0 1 1 |(ii) 1 bb .. bb 


|-3 6 00-1 c Ad d 
D,;,= 一 上 1 2 5 6 | D+1 = C @ 入 MM 4| (1 之 2) 
3 1 -3 4 2 | seroee 
1-1 3 1 1 cad 和 
25。《 费 礼 士 ，Phillis》 设 wi,zj 都 是 复数 ， 
Wi 2 
Aij= ij=1,2,. nh 
~2i Wi 
证 明 ， 
A 4 Ain 
也 ,= A A,, Asn >0 
mi Ans 1 Ann 
《提示 ， 设 法 用 第 一 降 阶 定理 ， 并 用 归纳 法 即 得 。》 
26。 用 行列 式 第 二 降 阶 定理 计算 下 面 的 行列 式 : 
(i)o023...n | (Hi) a2 Qi0z 十 1] … Aadn+1 
103 .…7 a20l 十 1 a’ … aq 十 1 
| 123…%10 | aaa 十 Qnls t+ 1 … a 


27, 设 和 与 B 分 别 是 mxn 阵 与 nxm 阵 ， 和 去 0,m 宕 n， 征明: 
* 7I7 。 


Alm — AB| = 和 ?1 一 DB41| 
《提示 ， 用 行列 式 第 二 降 阶 定理 即 得 。) 
28. 设 4 是 天 阶 反 对 称 实 方 隆 ( 即 满足 4' = - 4 的 实 阵 ), 且 4 的 顺 
序 主子 式 :,4xk 关 0， : 关 0,K>2,2K<<u 证 明 :4xke4sx >0。 此 处 设 。 


Ai= [4GQ2 

《 先 证 ， 和 这 因为 ,由 4’= 一 A 可 得 
141=14|=|-Aj=(-1)"|Al, 而 kn 是 奇数 ， 故 14|= -141， 即 
4 的 列 式 为 0 ， 然 后 完全 仿 8$5 例 7 之 证 法 。) 

9. 设 4A= (cj)nxa 是 正 交 阵 ，Aij 是 ai 的 代数 余子 式 。 证 明 ， 
只 要 有 时 -个 aij 才 0， 使 aij+ Ai;=0， 则 对 任何 满 是 1 反正 二 庆生 … 委 
藉 委 81 六 << 产 二 …<< 大 <7 的 Dilys ,ip3j ja, °° 恒 有 ， 
4 GA) + | A Fe) 
《提示 ， 应 用 $5 例 8 之 结论 
30. 设 n 阶 阵 4 满足; A =bl,b>0, 证 朋 ， 


i 产 -六 | = 一 ,| A 区 | 
上 信访 交 | -4 | 和 各 


其 中 ,1<k<n-1,1<i<i<<ir<nl<i<j<<jsn, 
《提示 ， 完 全 仿 $5 例 8 之 证 法 。) 
31.( 雅 可 比 ，Jacobi) 设 4 是 于 阶 非 异 阵 ,证 明 ， 对 满足 1 委 k< 


=0 


n~l1 的 K 以 及 1<i< iren, 1 人 <j 的 六 tas "shy 与 | 


ji,j2, ik, 恒 有 
1 让 k=-1 
ja 人 2 间 |=1AI 


〈 当 4 是 奇异 阵 时 ， 上 式 也 正确 ， 见 第 四 章 习 题 10。) 
32. 设 阶 阵 人 4 的 k 阶 顺序 主子 式 4= |4 (1 2 侣 |*o， 


1<<k<n -1，n 宕 2， 记 


记 j -天 
Ac( Q ti | 


2…K i ，， 
Sij 二 [4 2 天 让 7 = 天 十 上 大 十 2 和 用 9 
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S={ .oo 


称 S 为 西 尔 维 斯 脱 (Sylvester) 和 矩阵 ， 证 明 ， 


( i ) sk kn SET °° Spr 
|4|= teilS| = Ki 一 1 Skt2ktl Stakt2 ”Skt2an 
E At ov 
Sak+1 Sn,kts So 


称 上 式 为 行列 式 的 第 三 降 阶 定理 。 
(过 》1S| = 4 1 4 《〈 称 为 西 尔 维 斯 脱 恒等式 ) 。 
《提示 ， 将 4 如 下 分 块 ， 


1 2..k 
A( 3) A 


A, A gel) 


卫士 天 
对 141 应 用 第 一 降 阶 定理 ， 再 记 


A(KTHn) -A(A (SR)) 4 


Ckt1K+1 Crerlki2 Ckri,n 


Cksr2krl CEtoakr2. “* Ck+2,n 


Cr kr! Cn,k+2 | “Cnn 
然后 对 cy 用 行列 式 的 升 阶 公式 ， 即 得 (i)。 由 (让 鼻 然 得 到 (二 )。) 
注 当 k=1， 即 ol: 关 0， 第 三 降 阶 定理 可 每 成 实用 算式 ， 


| [a 012 Gil Gils QI11 Qin 

Qs 0Q22 G21 G23 Go21 Qon 

1 Qil Qi2 Qi1 Q1s Qi11 Gin 

1A|= _| |asl Qss Qs1 Qss Qs1 dsn 
QI 

Q11 Us Q11 Gig U1 Qn 

Qn! Un, Un] Gns Gny dnn 
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33. 设 4 是 n 阶 非 异 实 阵 ， 证 有 明 ， 


| (A’A) 人 ] >0， k=1,2,°.°" sn 


《提示 由 于 141 二 0， 获 A 的 前 kK 个 列 至 少 有 某 个 k 阶 于 式 
|4 在) 0， 再 应 用 公式 《76》 即 得 证 。) z 
34. 设 妃 是 nn 阶 隆信 = (aij)nxn 的 元 素 oj 的 代数 余子 式 ， 证 明 ， 
CI 一 0 0 一 0 ‘0° Qun-i~am 1 


Qzi 一 0 do 一 0 … 0Qon-l 一 Qnr 1 时 
D, = = 3 4jj 


有 上 
Gn~ans Ons—Gns … ann-i—anm 1 
(提示 ， 将 1 天成 ，1 = (an+1) -ain; i=1,2，…sn， 然 后 证 明 
|ar+1 Qi 十 1 Qnt1ll | 091 Qs Qin 
D,- dz 十 1 Go 十 1 Gn+1 _ | G2 ”Gas 


ant+1 dns 1 “Onn 二 1 ni Gna *** Onn 
-再 应 用 公式 (80) 即 得 证 。) 
35。 设 4 是 n 阶 正 交 阵 ， 证 明 ， 对 满足 1 过 i 过 …< 过 tn 的 
任何 二 天 站 以 及 1<k<a-1 的 及 ， 人 恒 有 
1 产 -人 


2 |4(! 
站 和 < 有 < i jek 
(提示 ， 应 用 拉 普 拉 斯 定理 与 $5 例 8 之 结论 即 可 。 车 不 用 拉 普 
拉 斯 定理 ， 则 应 用 柯 希 - 皮 内 公式 及 4 的 正 交 人 性 即 可 。) 


2 
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第 三 章 ”线性 方程 组 及 其 应 用 


$1 基本 概念 与 基本 结论 


将 m 个 方程 、n 个 未 知 量 的 如 下 线性 方程 组 ; 
Da =bs i=1s2,°*» m 
写成 “ 答 阵 方程 ”Ax=5b 的 形状 。 其 中 系数 矩阵 A= (qij)mxns X= 


(xbxay yxa) 如 = (B15b4…,bm)', 并 记 A 的 增 广 阵 为 A= (4,5)。 
本 章 的 主要 基本 概念 有 三 ，Ax =b 的 解 《 向 量 ); 向 量 ( 列 向 量 或 
行 向 量 ) 组 的 线性 相关 与 线性 无 关 ， 和 矩阵 的 秩 〈 数 )。 其 中 核心 的 概念 
是 矩阵 的 悉 ， 它 是 如 下 定义 的 。 
定义 设 mxn 阵 分 别 按 它 的 行 与 列 的 分 所 是 


[abd 

01 

~ 

A= 2 
=《CQ1ly02，…30on) = 


am 


其 中 ， 


dt 
Qi = (ils0is»°** ,lin)s Qj= 


Umj . 
称 ci, 8Q;，… ,0 的 任 一 极 大 线性 无 关 组 中 的 向 量 个 数 ? 为 4 的 秩 数 ， 
简称 为 秩 ， 并 记 为 ，r(A) =r。 
癌 量 组 @,,Q;,，…0js 为 癌 量 组 01,0;，… ,0 的 一 个 极 大 线性 无 关 
组 ， 如 果 :，(i)cjioci，… jy 线性 无 关 ，(ictscz ,ar 中 任 一 向 量 都 
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是 Qj,Qj,，…sQj;: 的 线性 组 合 。 
关于 秩 的 基本 结论 有 如 下 四 个 ， 分 别 写 成 定理 1.2、3、4。 
定理 1 4 的 行 向 量 w， 2，…ypw 的 任 一 极 大 线性 无 关 组 的 个 数 
也 是 r。 换 言 之 ，A 与 4 有 相同 的 秩 ， 
r(A)=r(A’)., 


定理 2 设 A4 与 8 分 别 是 mxn 阵 与 nxl 阵 ， 则 
r(AB)<r(A), r(AB)<r(B)。 

定理 3 设 mxn 阵 4 的 秩 为 r， 则 必 存 在 m 阶 非 异 阵 P 与 n 阶 

非 异 阵 8 ,使 
I: 0 
40 Go 0 ) 

反之 , 车 (3) 成 立 ， 则 (4)=r。( 因 为 r(PAQ)=r(4)) 

定理 3 指出 ， 可 以 用 初等 变换 求 矩 阵 的 秩 。 

定理 4 m xn 阵 和 4 的 秩 是 + 的 充 要 条 件 是 ，A 至 少 有 一 个 上 阶 子 
式 不 等 于 零 ,而 4 的 任何 r+ +1 阶 子 式 全 为 零 。 换 言 之 ，4 的 秩 就 是 4 
中 非 零 子 式 的 最 高 阶 数 。 

线性 方程 组 Ax =b 要 解决 的 问题 是 ，(i) 怎样 判断 它 是 否 有 解 ? 
(让 ) 在 4x= 忆 有 解 时 ,如 何 求 其 解 ， 解 的 形状 怎样 ? (证) 在 Ax=b 有 
解 时 ， 解 有 什么 特性 ? (iv) 在 4xz = 有 解 时 ， 它 的 解 有 铀 些 应 用 ? 

上 上 述 四 个 问题 已 全 部 解决 ， 关 于 (iv), 见 $32， 关 于 (i)、(ii)、(ii) 
由 下 面 三 个 基本 结论 完全 解决 。 

定理 5 线性 方程 组 hx = 已 有 解 的 充 要 条 件 是 ，r(4) =r(A)。 

定理 6 设 4 是 mxn 阵 ，r(4) =r 若 4xz =5 有 解 ， 则 

(i ) 当 r<n 时 ，Ax =b 有 无 穷 多 个 解 (向 量 ); 

( 主 ) 当 r=n 时 ，AX=b 只 有 一 个 解 (唯一 解 )， 

(i) 车 A( 7 ) 是 和 4 的 一 个 + 阶 非 异 于 矩阵， 则 解 向 量 x 中 的 


分 量 %jv+1s… ,Xjs 可 了 到 任意 数 ， 而 Xj,,Xj,,… ,Xj 可 由 下 列 方程 解 出 : 
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Xj bj, 7 Xjv+s 

Xj bir yy |b; iidr\y! | Xir+s 
”|=|4(., .| 7-[a( “】] B 

: | 人 人 : | (9 

Xjr bj ~ Xjs 


其 中 jr jr 1,2,°°" 1 的 BB 是 下 列 rx (n-r) 阵 : 


Qi jrt1""Qi sj 
1 ) 
ir jr+t1’’Qis, je. } _ 
定理 7 设 A 是 mxn 阵 ,r(4)=r(4,b)=r<n, 生 A(j7) 是 


非 异 阵 ， 又 设 jj jj 2 ，…， 孔 的 一 个 排列 ， 六 设 了 是 
这 种 阶 排列 阵 ， 它 使 


Xj 
| 
Xjr 
i XX 
工 jl 三 。 = 
| Xn 
Xjs J 


则 线性 方程 组 hx = 的 解 有 如 下 的 “结构 定理 ”， 

(i 3)“ 齐 次 线性 方程 组 ?4x =0 必 有 一 个 “基础 解 系 ”, 它 由 Ax=0 
的 nr 个 线性 无 关 的 解 (向 量 》 0 = Th,,6, = Th,,.……, Grr = THBn_r 组 
成 ， 使 得 Ax=0 的 任 一 解 ( 疝 量 ) 莉 是 61,0,,…,0n-r 的 线性 组 合 。 
其 中 BB,,-…,Bn-r 是 nx (nr) 阵 ; 


rir 
| [4G | 3 = (Bi,B,, ,Bar) (5) 
ln . 
的 n-r 个 列 。 l 
及 之 ， 对 任何 数 kis Ris Kn_rs Kio 十 … 二 joy 都 是 4x=0 
的 解 。 当 ki,… ,kr-r 取 遍 任何 数 时 ， 称 所 有 解 ki01 + …+Kn-rGna-r 中 
的 任 一 个 为 Ax =0 的 通 解 。 
(站) 非 齐 次 线性 方程 组 Ax =b 的 任 一 解 & 等 于 它 的 某 一 个 指定 的 
《确定 的 ) 解 g〈 称 为 Ax =5 的 特 解 ) 加 上 4x=0 某 一 个 解 。 即 
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Q=lCo+1O +120 + + lr_ronrs 而 eer slnr 为 某 些 唯 一 确 定 的 
数 。 

反之 ，4x = 五 的 一 个 特 解 加 上 4x =0 的 通 解 全 是 Ax = 的 解 。 

当 ki1,ks，…skr-r 取 遍 任何 数 时 ， 称 所 有 解 oa。 +kio, 十 Ka202 + + 
ka-r6n-+ 中 的 任 一 个 为 hz = 的 通 解 。 于 是 可 将 (这 ) 概 括 为 ， 

4x = 的 通 解 等 于 4x = 已 的 特 解 加 上 4x = 0 的 通 解 。 


8$2 ”线性 方程 组 解 的 理论 与 应 用 ， 用 消去 法 解 线 
性 方程 组 


一 、 解 的 理论 的 应 用 

4x=8 的 解 的 理论 的 应 用 主要 依据 下 述 三 个 结论 。 

第 一 ， 克 拉 柳 法 则 之 逆 定 理 。 如 果 疡 阶 线性 方程 组 4Ax =b 有 了 唯 
一 解 ， 则 4 必 是 非 异 阵 。( 由 定理 6 的 (显然 可 知 )。 

此 结论 对 判断 工程 设计 的 正确 性 有 帮助 。 例 如 ， 由 某 项 工程 技术 
问题 归结 出 来 的 数学 模型 为 Ax =5， 从 实际 情况 可 知 其 解 x 是 唯 一 
的 。 如 果 4x =6b 的 系数 阵 4 是 奇异 的 《 即 14| = 0)， 则 可 断定 此 模 
型 是 错误 的 ， 必 须 作 出 修改 。 

第 二 ， 齐 次 方程 组 之 基本 定理 ，n 阶 齐 次 方程 组 Ax =0 有 非 零 解 

( 即 解 x 不 是 零 向 量 ) 的 充 要 条 件 是 ，4 为 奇异 阵 。( 这 由 定理 6 也 知 
是 显然 的 ) 

此 结论 主要 用 于 从 理论 上 判断 方 阵 4 是 否 非 异 ， 如 下 面 三 例 所 
未。 

例 1 设 c 与 8 都 是 n 维 非 零 列 向 量 , 4 是 m 阶 非 蜡 阵 ， 则 
(8'4-:c)4- ap8' 必 是 奇异 阵 。 

证 只 要 证 齐 次 方程 组 [(8/4-!e)4-op']x=0 有 非 零 解 即 可 。 

因为 < 了 0, 而 4 非 异 ， 故 4-!ig 关 0 ， 又 内 
| [(B'A-ia) A aB’J(A-ie) = (BA-ia)e -a(B'A-1a) -0 
( 因 8'4-e 是 一 个 数 )， 故 A-!'a 确 是 [(B'4A-'4)A -aB Ix=0 的 非 零 
解 。 所 以 (B'A-'Q)A ~- ap8' 是 奇异 阵 。 
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注意 , 当 8B'A-ic#0 时 ,由 行列 式 的 第 二 降 阶 定理 也 可 证 得 BA-'o 
-op' 的 奇异 性 。 而 当 久 A-i=0 时 ， 则 -~ op' 显然 是 奇异 阵 ( 因 -2 人 8 
的 n 个 行 全 成 比例 ) 。 

例 2 设 和 A 是 n 阶 反对 称 实 阵 ，D 是 主 对 角 元 全 大 于 零 的 n 阶 实 
对 角 阵 ， 证 明 ，|D+A|>>0。 

证 先 证 |DD+A| 关 0。 如 不 然 ， 则 D+ 4 是 奇异 阵 ， 故 存在 n 维 
实 列 向 量 E#0, 使 (D+4)5=0。 于 是 

EDE+E /AE=E (D+A)E=E 0=0 

但 和’= -A ( 因 A 反 对 称 ), 故 48=0, 所 以 2DE=0。 若 记 


. dl， e 
D= ad, ., | EE= 2? 
‘ga, : 


En 

则 得 卫 d&: =&DE=0。 向 假设 >>0, 而 马 为 实数 ，i=1,2,*…n, 故 必 

有 : 6 =6,=…=6&n= 0, 即 5 是 零 向 量 ,此 为 蔬 秆 , 故 必 有 ID+tA|*#0。 
再 证 |D + 4|>0, 这 需要 用 到 数学 分 析 中 关于 连续 函数 的 魏 尔 斯 

特 拉 斯 (Weierstrass) 定理 ,“ 设 (x) 为 实 闭 区 间 [a,b] 上 的 连续 实 值 
函数 ， 如 果 f(a)f 了 (05) 过 0, 则 必 存 在 &，a<E<b, 使 1(&) = 0”。 下 面 证 
朋 1D+A|>0。 . 

和 作 实 闭 区 间 [0,13 上 的 连续 实 值 函 数 ， jx) = |D+xA|， 因 为 对 
任意 实数 x，xA 仍 是 反对 次 阵 ， 故 对 任何 xE[0,1]， 根 据 上 面 已 证 
的 结论 ， 伍 有 jx) = |D+xA[ 关 0, 由 于 

fC(0) 三 ID| =d,..…dn>0 
故 车 D+ Al =f(1)<0, 则 由 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 ， 必 存在 &,0<&<1， 
使 1(E)= 1D+E4|= 0, 此 为 矛盾 。 故 |D+A|>>0。 
据 例 2 可 知 ， 对 任何 反对 称 实 阵 ，z 士 4 必 非 蜡 。 
例 3 如 果 方 阵 A= (aij)nx 满足 
I> ba (6) 
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则 称 4 为 严格 对 角 占 优 阵 ， 

(i) 证 明 4 必 是 非 异 阵 。 比 结论 称 为 勤 维 -阿达 马 (Lévy-Had- 
armard) 定理 。 

《ii) 如果 A 是 严格 对 角 占 优 实 方 阵 ， 且 A 的 主 对 角 元 全 是 正 
` 数 ， 也 即 


o> 2 loils i=1,2,°,n (7) 
本 


则 141>0。 
证 车 4A 奇 异 ， 则 存在 £6= (8&1,&,…,En)' 大 0 (BD £1 ,8,,.… Er 不 


全 为 0), 使 忽 =0， 也 即 ， 沁 08j=04i=1,2，…n， 将 这 些 等 式 政 
写 为 ， : 


rn 

QiiEi= 一 Bl aijéi; i=1,2,. sh 
i=1 
fi 


上 式 两 边 取 绝对 值 ， 并 放大 其 右 端 ， 可 得 
[ail lI&1 = |- 有 ai| < 广 laileléls i=1,2,°%,n, (8) 


记 | =max{|&|, || ws 和 1 《 即 1 人 | ,| 局 |…s | 局 | 中 之 最 大 
数 ), 并 在 (8) 的 个 不 等 式 中 特别 取 第 t 个 不 等 式 ， 则 得 
lanl*l&l< DD lel 18 <( Del ) él 
因 ,5&,，,…56r 不 全 为 0 , 故 |E| 关 0， 于 是 从 上 式 中 消去 |&:| ,得 到 : 
lan] < 六 loul ,这 与 假设 〈6) 相 矛盾 。 故 A 非 异 。 
再 证 (让)， 由 (i) 知 4 非 异 ， 故 1A| 关 0。 今 证 14|>0。 作 [0,1 
上 连续 实 值 函数 ， 


Ql Xals 1 Xain 
XA: 2 0 Xan 


ee ese 


Xadny Xdn> hhad Qnn 9 
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则 由 假设 (7) 可 知 ，f(0) = allazz…an>0。 若 14|1=fD)<0， 则 由 魏 
尔 斯 特 拉 斯 定理 ， 存 在 5,0<E<1, 使 
Qi E01 … Edn 
Esl as … Eqon 
Edry élng 2 oa 
但 由 假设 (7)， 上 式 左边 行列 式 的 元 素 仍然 满足 ， 
>lojl> 忆 lemil (天 0<é<D， 
故 由 (i)，、 也 应 有 JE) 关 0 。 此 为 矛盾 。 故 14|=1(1)>>0。 
上 三 例 是 个 示范 ， 告 诉 我 们 运用 齐 次 方程 组 判断 方 阵 奇异 〈 例 1) 
与 非 异 〈 例 ?2、 例 3) 的 具体 方法 ， 对 判断 非 异 阵 来 说 ， 还 告诉 我 们 何 
时 用 其 整体 向 量 之 非 零 性 〈 例 2)， 何 时 需 用 其 分 量 〈 例 3)。 还 告诉 我 
们 ， 证 明 |4|>>0 时 连续 函数 fx) 的 两 种 具有 代表 性 的 不 同 作 法 。 读 
者 不 难 由 此 举 一 以 反 三 (参阅 本 章 习 题 2 与 习题 3〉。 
第 三 ， 齐 次 方程 组 Ax = 0 必 存 在 基础 解 系 ， 且 可 具体 构造 出 来 。 
〈 见 定理 7 的 (i》 ) 
例 4 设 和 是 秩 为 1 的 mxn 有 阵 , 则 必 存 在 秩 为 nr 的 nx (nr) 
阵 B， 使 4B= 0。 
证 设 0)0，…，0 是 4x=0 的 一 个 基础 解 系 ， 则 46 = 0ii = 
1,2s…sNn 一 ?于 十 
A(O,0,,.. ,On-7) 三 (A01,A6,,...,AG._;) 二 (0,0,...,0) =0 
易 知 B= (01,6,,…,0n-r) 是 秩 为 n-r 的 nxln-r) 阵 ( 因 61,6,,…， 
0， 线性 无 关 ), 故 B 即 为 所 求 。 
例 5 设 “ 与 8 都 是 ?2 维 实 列 向 量 ， 且 满足 c/8= 1, 试 具体 找 出 n 
阶 实 阵 4 与 B， 它 们 的 第 1 列 分 别 是 & 与 8， 使 得 A’B=1;。 
解 设 &= (qi,qs，…s0s) ,B= (bsb,,…,bs)’, 由 0 人 B=1 可 得 
biar 十 pzaz + .…+ ban=1 (9) 
故 至 少 存在 某 个 is1<i<n, 使 biai 友 0。 不 失 一 般 性 ,可 设 aj 关 0,bi 关 0， 
于 是 由 《5) 式 ， 下 列 1 xn 线性 方程 组 ， 
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bx 十 b2X。 士 bd 十 bnXn 三 0 (10) 
的 基础 解 系 是 如 下 的 nx (n-1) 阵 
biib, ~bribs +» -br'b 


1 
1 三 (Qs ,03 ,°° 01) (11) 


主 
的 z- 工 个 列 向 量 cascs，…y0n， 作 n 阶 阵 : 
a ~ brlb, — biibs. ~ bids 
Us 1 : 
A= (elya:，…scCn)=|as 1 (其 中 ci=0) 


Qn 1 


由 行列 式 第 一 降 阶 定理 及 (9) 式 可 得 . 


如 
14] = |11| $a, + (bi!b,, bi!bs,.., bi'b) "3 
、 Qn 
=a1+bil(b2a2 + basas 十 + bran) =bi!A0, 


故 4A 是非 异 阵 ， 且 由 于 wsox 都 是 方程 组 (10) 的 解 ， 故 可 得 
pu =0， 即 w;8 = 0;i= 2,3,.°°51, 于 是 


on oaiB 1 
的 co5B 0 
A’ B = 。 B = 。 = 。 = el 
os Ca8B 0 多 


作 寻 阶 阵 ， 
B=(B,A’-'e,,A’!es,..,A’!e) 
则 由 A/B= (A/B,e,,e@s，…ser) = (C1,82，… ser) = 了 知 ,A 与 了 即 为 所 求 。 
例 6 设 A4 是 mxn 复 阵 ,证 明 ， 
r(AA’)=r(A’A) =r1(A) (12) 
证 设 1(4)=r,61,6,，…,0n-r 是 Ax=0 的 一 个 基础 解 系 ， 由 于 


ee 88» 


t 


4 


Ax =0 与 44x=0 是 同 解 方程 组 〈 见 第 一 章 习题 3)， 故 6， 06，…， 
9 _， 也 是 Ah4x =0 的 解 。 因 为 01,0,,…,0n.7 线性 无 关 , 因 而 44x=0 
的 任 一 解 〈 因 而 ) 也 是 Ax =0 的 解 ， 是 6 ,0，…,6 的 线性 组 合 ， 
以 61,6;,…, 067 也 是 ArAx =0 的 一 个 基础 解 系 。 仿 今 设 r(4'4) =s， 
则 A/Ax = 0 的 基础 解 系 中 向 量 的 个 数 应 是 n-s。 因 为 齐 次 线性 方程 
组 的 任意 两 个 基础 解 系 所 含 的 向 量 个 数 相 同 , 故 ns=n-r, 也 即 + =5 
故 得 r(A4) =r(4'4)。 同 法 可 证 zx(4) =r(44')。 
二 、 用 消去 法 解 线性 方程 组 
从 计算 角度 来 说 ， 用 消去 法 判断 线性 方程 组 是 否 有 解 ， 同 时 在 有 
解 时 找 出 它 的 全 部 解 ， 是 求解 线性 方程 组 最 简捷 的 方法 ， 比 用 定理 5 
与 定理 6 优越 ， 今 介绍 此 法 ， 先 证 
引 理 设 A 是 秩 为 ? 的 mxn 阵 ， 则 必 存 在 地 阶 非 异 阵 已 ，z 阶 
排列 阵 工 ， 使 得 
1 B 
pAT=( ) (13) 
0 0 


证 将 定理 3 中 的 《3) 式 改写 成 

Pa-(， or( oo oo 1%) 0 
其 中 忆 与 9 分 别 是 阶 非 异 阵 与 4 阶 非 异 阵 ， 册 于 初 等 变 扩 不 改 衣 
矩阵 的 秩 ， 故 (2*) 的 秩 也 是 7 ，i (0 0) ni - 少 列 线性 无 

关 ， 于 是 存在 上 阶 排列 阵 Pj.jr+1jr+a 加 =T， 使 
PAT= 的 oj -人 人 (15) 
的 右 端 矩阵 的 前 列 丛 好 是 ivcis…， 9j，( 这 由 标准 单位 向 量 的 性 质 
便 知 ) ,也 即 (人 ) 的 秋 为 r， 故 由 定理 4， 4 必 是 非 异 阵 。 记 ziA, = B， 


Ai! 0 4 
P=(4 1 )P， 于 是 由 (15》 式 即 得 


Al I 8B 
PAT=( 1 0 ) PiAT = ” 让 
0 Tn_r 
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由 引 理 ， 可 将 线性 方程 组 4x =b 化 成 同 解 方程 组 ， 
(PAT)(T’x)= Pb 


〈 因 工 是 正 交 阵 ， 见 第 一 章 85 例 4?， 记 
rl) me) 0 


2 


其 中 2 与 C1 均 为 rx1 阵 。 由 (13)》 式 与 (17) 式 ，(16) 可 化 为 同 
解 方程 组 ， 

I B\Zi\ /CG 

(o 0)(z)=(e) 


Z1+ BZ, CI 
OO 
由 此 可 知 ，4x = 了 有 解 的 充 要 条 件 是 ，C:= 0， 当 C=0 时 ， 方程 组 
Ax =5b 的 解 可 以 通过 解 下 列 方程 组 
Zi=C1- BZ, . (18) 
X =TzZ (19) 
得 出 ， 这 里 的 Zs 可 以 取 任 何 n-r 维 列 向 量 。 当 r=n 时 ， 有 4x=b 有 
唯一 解 当 r<zza 时 ，4x = 已 有 无 穷 多 个 解 。 
解 一 个 具体 的 线性 方程 组 Ax=b 时 ， 根 本 不 必 求 出 了 与 T 的 具 
体形 状 ， 只 要 用 消去 法 (初等 变换 ) 将 信 = (4,5) 化 成 
CD 一 > 人 (7 |), 
0 01C, 
就 立刻 可 知 4x =5 是 否 有 解 。 当 ec = 0 ( 即 有 解 ) 时 ,就 可 由 (18)、(19) 
式 找 出 hx = 的 全 部 解 。 不 过 要 注意 ， 虽然 对 (4, 四 的 行 可 以 作 
任何 一 种 初等 变换 ， 但 对 (4,5) 的 列 仅 能 作 列 的 对 调 ， 这 点 要 特别 注 
意 。 
例 7 解 线 性 方程 组 : 


一 4xX1 十 2Xy 一 2Xs 于 X4 2 


也 即 


2X1— Xs+Xs+3X=—8 
6X1 ~ 3X,+ 3Xs +2X4=—10 
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解 ” 作 下 列 初等 交换 ， 


-4 2-21 
(A,b)-= 2-1 13 


6 -3 32 


第 3 行 减 第 2 _ 
中 行 [ ? 四 
-~ 8 一 一 一 | 2-1 1 3|-8 
一 10 0 00 0|10 
对 调 1,4 和 

两 列 


1 2-2 -4 人 2 
倍 

>|3-11 2|- 

000 0lo0 


-|o-77 14-14 
第 2 行 乘 ( -地 -人 -2 -4 


0 0 0 
01-1 一 2 
00 0 0 


2 
0 


—> 


》\ 第 1 行 减 第 
2 信 


10 0 01-2 
01-1 ~2 | 
00 0 0|0 
改 原 方程 组 有 解 ， 且 可 化 为 ， 


21= 一 2， Za 一 2 十 zs 十 2Z4s 
而 2 与 2 可 取 任 意 数 。 由 于 
Xi Zi 2 
Xs Y2 Zs 
= Pus 三 9 (此 处 了 = Psssi = Pw) 
X4 Za 1 


所 以 原 方 程 组 的 解 是 ， Xi1=2Z4 Xs = Zs Xs = Zs X= Zi, 
X= 一 2，Xs 二 2 十 Xs 十 2X1《(Xi、Xs 可 取 任 意 数 )。 


85 ”和 矩阵 的 秩 与 矩阵 的 子 式 


一 、 和 矩 路 的 秩 的 两 个 初等 性 质 的 应 用 
矩阵 的 秩 是 抢 阵 的 列 向 量 组 〈 或 行 向 量 组 ) 的 任 一 极 大 线性 无 关 


组 所 含 向 量 的 个 数 ， 故 由 向 量 组 线性 相关 与 线性 无 关 的 概念 ， 容 易 得 
出 下 列 关于 秩 的 两 个 初等 性 质 ;《 证 略 )。 


(i) 设 A4 与 B 分 别 是 mxn 阵 与 1xn 阵 ， 则 
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A . 
inax(rCA) ,7(B)) <r( 。 )<r(4) +r(B) L203 
(ii) 设 4 与 B 分 别 是 rxs 阵 与 xq 阵 C 是 rxgq 阵 ， 则 
. 4C 
"( 0 1)>r(A) +r(B) (21) 


并 且 当 4 (或 B) 是 方 阵 且 非 异 时 ,或 者 C= 0 时 ， 上 式 的 等 号 成 立 。 
例 1 设 A 与 8 都 是 mxn 阵 ， 证 明 ， 
r(A+B)<r(A) +r(B) (22) 
证 用 * 和 化 积 ” 的 思想 (参阅 第 一 章 82 例 2 以 及 第 二 章 82 例 1) ， 
将 4+B 表 成 ， 


A 
A+B= (mszo( ) 
先 应 用 定理 2， 再 应 用 〈20) 式 ， 即 得 
A 
r(A+B) <r( 5)<rCA) +r(B) 


二 、 行 〈 列 ) 向 量 的 无 关 性 与 行列 式 

n 维 向 量 组 与 该 向 量 组 排 成 的 矩阵 的 子 式 有 如 下 的 密切 联系 ， 即 

定理 8 了 个 7 维 行 向量 ; ci = (ai ,ai ，…ais)3i= 1 2，。…D，p<n， 
线性 无 关 的 充 要 条 件 是 ， 由 wuycz，…ap 排 成 的 xz 阵 : 


CE \ QI Cl … Qn 
A= 02 _ Qs Cs Gon 
CQp CQpl Gps … Qpn om 
中 至 少 有 一 个 了 阶 子 式 不 等 于 0。 
由 定理 8 即 得 ， 


， 方 阵 4 是 nw 阶 非 异 阵 = 一 7r(4) =n。( 故 称 非 异 阵 为 满 秩 阵 )。 
行 向 量 组 的 无 关 性 与 行列 式 的 联系 比 之 矩阵 的 秩 与 行列 式 的 联系 
具有 更 大 的 灵活 性 ， 如 下 例 所 示 。 
例 2 对 任意 一 个 Dxn 阵 ， 
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A Gls 0ln 
G21 022 o'r Qan 
A= spn 


p1 Qp2 “Opn 

证 明 ; 必 存在 主 对 前 线 上 只 出 现 1 或 -1 的 pxn 对 角形 阵 D, 使 A+D 
的 了 个 行 向 量 线性 无 关 。 

证 首先 ，an+1 与 au-1 这 两 个 数 中 至 少 有 一 个 不 为 0 否则 
会 有 1= -1 的 矛盾 不妨 设 a 一 1 天 0， 则 

Qi = (G1 -101 901n) 天 0 
故 & 线性 无 关 。 再 考虑 向 量 4 与 向 量 : 
Bi = (qs1302 十 1Gza，…9G2r) 


Bz = (093130922 — 1,0239°"° 3027) 


则 可 证 下 列 两 个 行列 式 ; 
A -| Qi2 A -=| a1s | 
! Q21 G2 + 1 ’ G1 -1 


中 至 少 有 一 个 不 等 于 0 ,不 然 的 话 , 经 过 简单 计算 ,又 可 得 1= -1 的 矛 

盾 。 故 不 妨 设 Al 关 0, 由 定理 8, ai 与 Bi 必 线 性 无 关 , 于 是 找到 了 2 xn 对 
-100. la 10.0. 

角形 阵 ，D,=( 010. 0) 使 得 (6 a om) + (5 ‘10. 0) 的 


Ca21022…02n 
两 个 行 向 量 线性 无 关 。 
今 对 p 用 归纳 法 , 设 对 4 的 p- 1 阶 顺 序 主子 隆 4p-,= 4(12 ?1)， 
已 找到 (p- 1) xn 阵 ， 


di dl 
( “ », o) = (Dp-1,0), Co = ( 及 “, ) 
Gp. d 


其 中 di=1 或 d= -1;1<i<p-1, 使 得 
aut+d: a "pl; 


ly! Qs tH, 0p-tis 


lap_ 1 Qo,p-1s … AQp-yp-1 +dp-1 
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则 同样 可 以 证 下 列 两 个 行列 式 ， 
Apii 十 Dp_! u 


A = Aprit Dp_1 下 | 
3 3 vy qm-1 


Qpp +1: 
中 至 少 有 一 个 不 等 于 0 ， 其 中 下 = (qipyQzp9***yQp-1,5) 7= (aplyGpa 
ap-1)。 事 实 上 ， 如 果 A4: =A4,= 0, 则 因 4p_,+ Do-; 非 异 (由 《〈23) 
式 ), 故 由 行列 式 第 一 降 阶 定理 可 知 ， 
0=As= |4p-i+Dp-lij Carp +t 1~ Vv(Ap-! + Dp-1) 二) 9 


4 


0=A,= 14p-:+Dp-il(app 一 1-Y(4p-i+Dp-D im)， 


由 上 两 式 及 (23) 可 得 ，1 = - 1 此 为 矛盾 ， 故 4s 与 4, 中 至 少 有 一 
个 非 零 。 所 以 又 找到 了 pxn 阵 : D= ( 07 8 0 四 =] 或 m= -1， 
使 4+D 的 p 阶 顺序 主子 式 (4: 或 人) 不 等 于 0， 故 由 定理 8， 
4+ 的 p 个 行 向 量 线性 无 关 。 

例 2 的 一 个 特例 ， 当 p=n 时 ， 即 得 行列 式 的 一 个 有 用 结论 :“ 对 
任何 方 阵 和 4， 必 可 找到 主 对 角 元 是 1 或 ~1 的 对 角 阵 D, 使 |4+D| 
关 0”。 

三 、 答 阵 的 秩 与 矩阵 的 子 式 

$1 定理 4 已 指出 了 和 撼 阵 4 的 秩 与 和 的 子 式 的 关 素 ， 且 其 充分 性 
提供 了 用 行列 式 求 4 的 秩 的 方法 : 车 4 的 r 阶 子 式 ， D0, 且 4 的 
所 有 r+1 阶 子 式 全 为 0， 则 "(A4) =r。 然 而， 用 这 个 结论 求 4 的 秩 是 
不 可 取 的 。 因 为 条 件 给 得 太 多 ， 因 而 验证 时 的 计算 量 就 阮 之 增多 。 下 
面 给 出 一 个 用 较 弱 的 条 件 求 4 的 秩 的 方法 ， 先 引进 


定义 设 D=| 4() 字 7 是 mxn 阵 4 的 + 阶 子 式 ， 称 包含 DD 


jjaeeejs 
的 r+ 1 阶 子 式 ，| (这) 为 了 的 加 边 子 式 。 


命题 如 果 mxn 阵 4 的 某 个 r 阶 子 式 D 不 等 于 0 ， 而 DD 的 所 
有 加 边 子 式 全 等 于 零 ， 则 A 的 秩 为 + 。 


证 为 书写 简洁 计 ， 不 妨 设 D= | 4( 2.7) 


考 0, 出 定理 8 ,A 
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的 前 行 ,02，…,0 线 性 无 关 ， 若 能 证 任 一 cz (4 的 第 行 ) 是 cj 号 ， 
… 儿 的 线性 组 合 ;3 +1<D<1 则 FA) = ro 今 证 之 ， 作 (r+1) xn 阵 ; 


多 C11 Gis Qi Oaret Qi 

四 

a Goal Go °° or Gor+1 “ Qon 
2 


[一 | oe 0 ecooo。 rti<p<n 
/ ry Gry oo rr Qrir+l “** Orn 


全 
AQp1 0Dz °°* Gpr Qpr+1 *'* Qpn 


若 能 证 r(4p) =7, 则 就 是 G10.，…,0r 的 线性 组 合 。 为 证 明 这 一 点 ， 
要 用 到 假设 条 件 , 故 先 将 4p 按 它 的 列 分 块 4p = (@1 ssQrsQr+1s*… sn) 
此 处 @j 均 为 r+1 维 列 向 量 ， j=1,2，…, n。 由 于 D0, 故 由 定理 8， 
xs …yor 线性 无 关 。 但 由 假设 ，D 的 加 边 子 式 全 为 0 ， 故 对 任 一 3 
rt+1<s<n 恒 有 jos0， yors0s| = 0， 于 是 w，…sars0s 线性 相关 ， 但 
40 “Wr 线性 无 关 ， 所 以 4 全 是 Qi,02，… “or 的 线性 组 合 ;s=r+1， 

"ho 这 正好 说 明 Qs02，…sQr 是 如 的 列 向 量 组 的 极 大 线性 无 关 组 ， 
所 以 , r(C4p) =r， 因而 由 上 面 的 说 明 ，M(4) =r。 

上 述 证 阴 中 关键 的 两 步 ， 即 ， 作 4p 以 及 借助 4 的 列 向 量 组 的 无 

关 性 〈 行 向 量 的 问题 通过 行列 式 过 渡 到 借助 列 向 量 来 解决 问题 ) ,万 是 
经 常 采用 的 思维 方法 ， 请 予以 注意 。 (参阅 本 章 习 题 12 ) 


习 题 


1 。 设 A 是 n 阶 实 对 称 阵 《 即 A’= A), 证 明 h+M 一 1A 与 1， 一 


~ 一 1 4 全 是 非 异 阵 。 
(提示 ， 仿 2 例 2 第 一 部 分 之 证 法 。) 

2. 设 A 是 非 异 实 阵 ，$S 是 反对 称 实 阵 ， 则 14/4+S|>0。 

3. (让 ) 设 和 A 是 nn 阶 实 阵 ， 证明， 必 存 在 正 整 数 N， 使 |NP+AI 
>0。 

(ii) 设 4 是 nn 阶 实 阵 ， 车 对 任意 n 维 实 列 向 量 , 忆 有 x’'AxX>>0， 
证 明 : 141 关 0。 
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(ii) 设 AA 是 n 阶 实 阵 ， 若 对 任意 1 维 非 零 的 实 列 向 量 x, 住 有 ， 
x'4xz>0* 证 明 ，|4|1>0。 
《提示 ， 设 法 取 满 足 本 章 〈7) 式 的 W， 并 用 82 例 3 的 (ii 之 结论 即 
得 (i)。 又 用 反 证 法 即 得 (这)。 对 于 (证 )， 作 [0,ce) 上 揭 连 续 实 值 函 
数 ，f(2) = [tIn+ 4A|， 然后 仿 $2 例 3 之 证 法 。) 

4。 设 CD 是 实 阵 ， 且 qi>>038 = 1，2，…，1H，0j<0，71 尖 及 


7 ,7 = 1 2,，…Py 又 设 和 = Qst=1,2,. hy 证 明 ， rCAy = 1。 


(提示 ， 由 假设 易 知 14| =0, 考虑 顺序 主子 阵 A( 1 2 “1)， 由 候 
设 条 件 可 证 得 ，o > 如 |eulsi=1,2,…sn 1 再 用 bz 全 之 结论 。) 
5. 证 明 ， 任何 7 个 线性 无 关 的 n 维 列 向 量 61,6,,…s6; (< 由 必 
可 作为 某 个 线性 方程 组 hx = 0 的 一 个 基础 解 系 。 
6. 设 A 与 B 分 别 是 mxn 阵 与 nxl1 阵 ， 证 明 ， 方 程 组 ABx=0 
与 Bx= 0 是 同 解 方程 组 的 充 要 条 件 是 ，r(4B) =r(B)。 
(提示: 仿 82 例 6 之 证 法 ， 本 题 是 该 例 的 结论 之 推广 。) 
7. 用 消去 法 判断 下 列 线性 方程 组 是 否 有 解 ， 若 有 解 ， 求 出 它 : 
2X1 + 4X, +Xs—2X,=5 
3X1 + 6X, — 3Xs ~ 3X4 = 3 
Xit+2X,+ 5Xs ~ X=7 
2X1 + 4X, — 8Xs ~2X= -4 


8, 用 82 第 二 段 的 引 理 证 明定 理 4。 
(提示 ， 由 引 理 ， 存 在 己 与 7 ,使 Phr= (5 0 ), 改 


r(A,b) = "(PA, 5(。 1))- r(PAT,Pb) = ’( oo ~) 
于 是 Ax =b 有 和 解 志 >C,=0< 寺 >r(A,b) = oo =-r=rC4)。) 


9. 设 4 与 刀 是 同 阶 方 阵 ， 证 明 :r(4B- TD<r(4-D+rB-DD。 
(提示 ; 由 AB-1= (AB-B)+ (8--1)， 再 用 定理 2 及 (22) 式 。) 
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10.， 没 4 是 nn 阶 阵 , 证 明 ， 必 在 在 主 对 角 元 是 1 或 -~ 工 的 二 阶 对 
角 阵 D， 使 DA +1 是 非 异 阵 。 
《提示 ;应 用 § 3 例 2 之 给 论 及 行列 式 乘法 规则 。) 

11. 设 1 是 n 阶 单位 阵 , 证 明 : 

(i ) 若 S 是 nn 阶 反对 称 实 阵 ， 则 A=(1s-S) (+S) : 必 是 正 交 
阵 (1 土 S 的 非 异性 见 $2 例 2。)》 | 

(二) 反之 ,车 存在 n 阶 正 交 隆 4, 使 4+ 是非 异 阵 , 则 必 存 在 1 
阶 皮 对 称 实 阵 S， 使 A= (I~S)(ls S91 

(省) 任何 n 阶 正 交 阵 4 必 有 分 解 式 : 

A=D(Is-S) (I +5)-! 

其 中 D 是 主 对 角 元 是 1 或 -1 的 对 角 阵 ， 且 |4D| = 1。 称 上 式 为 广义 
刀 莱 (Cayley) 分 解 。 
(提示 ; () 易 证 ， 对 ( 放 )， 令 S= (+A)-1(I~ 有 A 和) 即 可 。 对 (iii)， 
用 本 习题 第 10 题 及 本 题 (ii)。》 - 

12.( 孔 设 秩 为 了 的 下 xz 阵 4 的 第 记 .i fr 行 线性 无 关 ， 且 


A 的 第 九 j;、…, 开 列 线性 无 关 ， 证明，| A(j 这 7) | 六 0。 


(二) 由 (ji) 证 明 下 列 著名 结论 ;“ 秩 为 的 阶 实 对 称 阵 和 A 至 少 有 
一 个 上 阶 主子 式 不 等 于 零 ”。 

(提示 ， 对 (i), 作 7xz 阵 4， 它 由 和 4 的 疡 到、 行 组 成 ， 由 此 证 
明 ，A, 的 各 列 都 是 A 的 疡 寡 、… 人 这 7 个 列 的 线性 组 合 ， 其 证 法 与 
$3 的 命题 的 证 明 思 路 完全 相同 ， 对 (ii ,由 7(4) =r 的 假设 ,可 知 4 必 
有 rr 个 行 ,例如 ， 第 讲 ,i ,ir 行 是 4 的 行 向 量 的 极 大 线性 无 关 向 量 组 ， 


[和 Lr 


再 应 用 4 的 对 称 性 及 (i) 的 结论 即 得 | A(G 下 i 
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第 四 章 ”矩阵 的 秩 及 其 应 用 
本 章 是 秩 的 理论 的 进一步 讨论 ， 它 的 理论 与 方法 都 是 有 用 的 。 


81 列 满 秩 阵 与 行 满 秩 阵 


定义 ” 称 秩 为 r 的 nxr 隆 为 列 满 秩 阵 ， 秩 为 + 的 rxn 阵 称 为 行 
满 秩 阵 。 

满 秩 阵 〈 非 异 阵 ) 既是 列 满 秩 阵 ， 又 是 行 满 秩 阵 。 

列 满 秩 阵 有 下 列 两 个 基本 结论 ， 即 定理 1 与 定理 2。 

定理 1 设 r 个 n 维 列 向 量 B,B,,… ,Br 线性 无 关 ， 则 必 可 找到 
n~-r 个 线性 无 关 的 n 维 列 向 量 Br,1，… ,Bs, 使 Bi,… ,Br,Bril，…， Br 线 
性 无关 ， 换 讶 之， 对 任 一 n xr 列 满 秩 阵 B= (B1,…s,B,)， 必 存在 nx 
(n 一 7) 列 满 秩 阵 C, 使 人 4= (B,C) 是 满 秩 阵 〈 非 异 阵 )。 


证 设 B 的 + 阶 子 式 | B(i Sr )|*0， 则 存在 4 阶 排列 隆 


Piirirs1.is = 二 了/ ,使 得 
i, by 
B( ， 2 ) 
TB= 1 2...r 9 
B, 
_ /3G 


1 
2 


由 于 
是 非 异 降 ( 因 1G1= | BC)|. 
nx Cn-7) 阵 : C=T/( 四 ,), 则 C 是 列 满 秩 阵 ， 且 
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A= (B,C)= (rs, GC ) =T/G 
是 非 异 阵 。 


定理 1 的 证 明 是 构造 性 的 ， 即 由 B 可 具体 构造 出 C， 且 从 证 朋 过 
程 中 可 以 看 出 ， 这 种 C 不 是 唯一 的 。 

定理 2 ”对 mxn 列 满 秩 阵 B， 必 存在 nxm 行 满 秩 阵 4， 使 4B 
= I 


证 设 |B|=|B( 提 各 如 | 到 0, 则 必 存 在 排列 陈 Pisinwtn = 
使 TB=(B:)， 由 于 Bi 是 阶 非 异 隆 , 故 记 Ai=B7', 令 A= (41,0)T， 
则 4 显然 是 #xm 行 满 秩 阵 ， 且 

AB= (A1,0)TB= (A,,0) (5) = AiB, = Ta。 


对 行 满 秩 性 RR， 也 有 与 定理 2 相 平行 的 结论 ， 即 存在 列 满 秩 阵 S， 
使 RS=1。 

推论 1 任 一 列 满 秩 阵 可 以 从 矩阵 等 式 的 左 端 消 去 ， 即 车 A 是 列 
满 秩 阵 ， 且 AB=AC， 则 必 B=C。 

这 由 定理 2 可 以 明显 地 看 出 。 同 样 ， 对 行 满 秩 阵 有 下 述 平行 的 结 
论 。 

推论 2 行 满 秩 阵 可 以 从 矩阵 等 式 的 右 侧 消 去 。 
| 由 于 列 〈 行 ) 满 秩 阵 是 比 满 秩 阵 〈 非 异 阵 ) 更 广泛 的 概念 ， 故 用 
它 处 理 长 方 此 阵 问题 将 显得 更 方便 ， 这 将 在 下 例 的 证 明 过 程 中 看 到 这 
一 点 。 

例 1 设 4 是 秩 为 了 的 宕 等 阵 〈 即 全 =4 ), 则 必 存 在 非 异 阵 P， 
使 


P-:4P= ( 0)， (1) 


证 由 第 三 章 定理 3, 存在 n 阶 非 异 阵 R 与 T， 使 得 R-!14T= 
CO 


se。 99 。 


R-LAR = (R-L4T)(T-IR) = (© oC p)-(o a (29 


由 假设 ，42 = 4, 故 得 
(= ( -人 


于 是 

(B,,B,) 三 (B! ，»B1B,) 三 B, (B,,B,) 
也 即 

(Bi~1,)(B,,B,)=0=0(B,B,) (3) 
但 由 (2)，r=r(4) =r(R-14R)=r(B1,B,), 故 (B81,B,) 是 行 满 秩 阵 ， 
由 推论 2， 它 可 从 上 而 的 矩阵 等 式 (3) 的 右 侧 消 去 ， 故 得 Bi = fr。 代入 
(2) 式 即 得 


R-LAR = (人 
将 上 式 右 边 矩 阵 作 分 块 阵 的 初等 列 变换 及 其 相应 的 行 的 逆 变 换 ， 邑 
1 B, Wl, BA -BA 万 
(om Jo) 


记 P=R(5 7 *)， 则 P 是 非 异 阵 ， 且 由 上 两 式 即 得 (1) 式 。 


由 “《〈1) 式 可 以 推出 寡 等 阵 A 的 两 个 性 质 ， 
(i) r(A)+r(h -A)=n (4) 
(ii 任何 者 等 阵 A 必 可 分 解 为 两 个 实 对 称 阵 的 乘积 。 
证 由 《1) 式 可 得 
00 
P-n-4)P=(。 本 
故 
0 0 


=r+(n-7r)=n 
0 2) Cn- )=no 


r(A) +r(ls— A) =- 0 )+r( 


这 证 明了 Ci)， 又 (1) 式 可 写成， 
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I, 0 


A=7(, 0 


)e-! = z( 7 0 )P'*P-')’P"! = S15, 
0 0 


其 中 Si=P(0 )P'， S,=《P-')/P-!。 易 证 它们 都 是 实 对 称 阵 。 


将 一 个 实 方 阵 分 解 为 两 个 实 对 称 阵 的 乘积 不 仅 在 理论 上 ， 而 且 在 
工程 力学 上 也 是 有 用 的 。 


§ 2 秩 的 降 阶 定理 


定理 3 设 A 是 mxn 阵 (6 D) 的 非 异 顺序 主子 阵 ， 则 
"(6 站 )-rCA)+MD- CA-!'B) (5) 


本 定理 也 称 为 秩 的 第 一 降 阶 定理 。 
证 因为 


oA! Tn )C D)- (> D-CA- 1p) 


而 4 是 非 异 阵 ， 故 由 上 式 及 第 三 章 $3 中 的 (21) 式 知 
AB /AB 
" cp)="(o D-CA-!B 


例 1 求 下 列 和 矩阵 和 4 的 秩 ， 其 中 


)= r(4) +r(D- CA-'B) 


1 -2 0 1 1 -4 

2 -4 3 20 2 
A= 

0 1-10 1 -1 


-1 1 3 4 4 2 
解 先 将 4 的 第 二 、 三 两 行 对 调 〈 其 秩 不 变 ) , 然后 用 秩 的 第 一 
降 阶 定理 可 得 ， 
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oo 
机 -1 
= rs 2)-( 0 D1) (1 01 
人 


上 式 最 后 第 2 算式 的 (3 0 入) 的 # 处 不 必 算 出 ， 因 为 | 3 《| 0, 故 
知 其 秩 已 是 2。 | 

不 难看 出 ， 秩 的 第 一 降 阶 定理 与 行列 式 第 一 降 阶 定理 ， 从 结论 到 
证 法 都 有 相似 之 处 , (不 过 一 为 长 方 阵 ,一 为 方 阵 。 由 定理 3 立刻 可 得 
重要 的 ， 

推论 设 4.B.C.D 分 别 是 rxr 阵 、rXx(n--?) 阵 、( -六 xXr 阵 、 
Cm 一 r) Xn-r) 阵 ， 且 4 非 蜡 ， 则 


AB 
r(D- CA4-:B) =r(, »)-"%) (6) 
称 ( 6 ) 式 为 秩 的 升 阶 公式 。 
定理 4 设 A 与 B 分 别 是 mxn 阵 与 nXxl 阵 ， 则 


r(AB)>r(A) +r(B) -nn .| (7) 
我 们 称 ( 7 ) 式 为 西 尔 维 斯 脱 不 等 式 。 
证 由 升 阶 公 式 以 及 第 三 章 83 中 的 (21) 式 ， 


ll, 了 
r(4B) =r(0- (~ A)Is1B) =+( -rm 


B I 
= ( 令 _ 2) -nr(B) +r( A) -nr(A) +r(B) -ms 


西 尔 维 斯 脱 不 等 式 有 多 种 证 法 ， 上 述 证 法 最 简洁 。 此 不 等 式 有 较 
多 的 应 用 ， 下 面 举 三 个 例子 。 
例 2 设 A 与 B 分 别 是 mxn 阵 与 axl 阵 ， 且 AB=0， 则 
。102 。 


r(A) +r(B)<n, (8) 
-证 由 (7) 式 0=r(4B) 关 fr(4) +r(B) 一 n, 故 得 (8)。 
例 3 设 4 是 # 阶 罕 等 阵 ， 不 用 〈1) 式 ， 试 证 〈4) 式 。 
证 由 4:=4 可 得 4(Pm-4)=0, 放 由 《〈8) 式 可 得 


rCA) +r(l, ~ A)<n (9) 
另 一 方面 ， 由 第 三 章 82 例 1 中 的 (22》 式 可 得 ， 
n=r(l,) =r[A+ (Tm A)J<r(A) tr(l,~ 4) (10) 


《9) 与 (10》 合 并 即 得 (4) 式 。 
例 4 设 和 A 是 xn 阵 ，P 了 与 8 分 别 是 1xm 列 满 牧 阵 与 nxp 行 
满 秩 阵 ， 则 . 
r(PA)=r(AQ) =r(PAQ) =r(4) CD 
证 由 第 三 章 定理 2 及 不 等 式 《7) 可 得 ， 
r(A)>r(PA)S>r(p) +r(A) 一 = 玉生) 
故 r(P4)=r(4)。 同 理 可 证 : r(A4Q) =7(4)。 寺 是 
r(PAQ)=r(P(AQ)) =r(AQ) =r(A) 
秩 的 第 一 降 阶 定理 的 另 一 种 形式 可 叙述 如 下 。 


定理 3” 设 D 是 mxx 隆 (6 D) 的 非 异 主子 知 阵 ， 则 


AB 
-1 
"(, )="(D) +r(A— BD C) 《12) 


当 ( 台 呈 ) 是 方 隆 ， 且 A 与 DD 均 非 异 (未 必 同 阶 )， 则 由 《5) 式 与 


(12) 式 显然 可 得 ， 

定理 5 设 4 与 忆 分 别 是 7 阶 与 s 阶 非 异 阵 ， B 与 C 分 别 是 rxs 
阵 与 sxr 阵 ， 则 

r(D-CA-1B)=r(D)-r(A) +r(A- BD- ‘ey (13) 

本 定理 称 为 秩 的 第 二 降 阶 定理 。 

与 行列 式 的 降 阶 定理 一 样 ， 和 矩阵 秩 的 两 个 降 阶 定理 也 有 广泛 的 应 
用 ， 这 里 就 不 再 展开 讨论 了 ($3、4 还 要 用 它们 ), 请 读者 自己 举一反三 
之 。 这 里 仅 举 一 例 。 
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例 5 对 sxpz 阵 ， 由 秩 的 第 二 降 阶 定理 ， 
rlls— 44) =s—n+r(ls— A’IF'A) 
也 即 ， 1r(T -AAA47) +n=r(l ~ A’A) +s, 


§3 ” 满 秩 分 解 


定理 6 设 和 4 是 秩 为 的 mxn 阵 ， 则 

(i) A=HL (14) 

其 中 豆 是 mxr 列 满 秩 阵 , 工 是 rzxmn 行 满 秩 阵 。 

(ti 如 果 和 A=HL=H,L, 其 中 H 与 Hi 都 是 mxr 列 满 秩 阵 ， 工 与 
五 都 是 行 满 秩 阵 ， 则 必 存 在 > 阶 非 异 阵 已， 使 


H=HiP, 工 = P-L (15) 
证 由 第 三 章 定理 3， 存 在 m 阶 非 异 阵 P 与 n 阶 非 异 阵 8， 使 
1 0 
一 -1 一 上 6 
A=P (, Jo ， (16) 


将 P" 与 2 如 下 分 块 ， 


下 Le 


P-'=m(H, H, ), co (£) 
代入 〈16) 式 即 得 


A= db0(-) -本 
1 


由 于 P-! 与 "1! 均 非 异 ， 故 P"! 的 前 > 列 与 9 的 前 行 显然 分 别 线 
性 无 关 ， 所 以 ，r(H) =r(L) =r。 这 证 明了 (i)。 

再 证 (ii)， 对 rxn 行 满 秩 阵 工 ， 由 定理 2, 存 在 nxr 列 满 秩 阵 N， 
使 LN= 攻 ,i 故 得 ， 
H= HI;=H(LN) = H,(LN) (17) 
记 LIN=P， 则 (17》 式 化 为 

H=HP (18) 
由 于 是 mxr 列 满 秩 隆 ， 故 由 定理 2， 存 在 rxn 行 满 秩 阵 以 ， 合 
MH=I,, 在 (18) 式 两 边 左 乘 M, 得 到 T= (MH)P， 这 说 朋 P 是 
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7 阶 非 异 阵 ， 且 P- = MH,， 于 是 
L= (MH)L= (MHZ = PITi。 
(14) 式 被 称 为 算 阵 A 的 满 秩 分 解 。 为 求 A 的 满 秩 分 解 ， 我 们 
先 引 进 下 面 的 引 理 。 


引 理 设 和 是 r 阶 非 异 阵 ， 则 mmxzm 阵 (人 也) 的 秩 为 "的 充 要 条 


件 是 ，D - C4-!B= 0。 
这 由 秩 的 第 一 降 阶 定理 立刻 可 以 看 出 。 


当 mxn 陈 (6 驯 ) 与 它 的 7 阶 顺 序 主子 隆 4 有 相同 的 秩 时， 由 


引 理 可 得 
cp)-(c ca 可 


故 由 上 式 即 得 (人 jo 


(07 ”) = (0 )4,B)=HL, 19) 


(0 四 = (6 )d1,4-1B) =HL (20) 


易 知 ,H= (2 ) = (Cs =H,A,L= (1,,A-1B) = A-1(A,B)= A-!L, 


例 1 下 列 3 阶 阵 与 它 的 2 阶 顺 序 主子 阵 的 秩 均 为 2, 故 由 〈19)、 
(20) 两 式 ， 该 方 阵 的 满 秩 分解 是 ， 


HO E | _1 1 0 
10V1710 -1 10-1 
21 2|1-|21 -|21 
( 9 | 国 Q 中) 
01T 4 01l 01 
(21) 
(21 2 9 10-1 IOV10-1 
2 
o1 4f \op(21) N21 2/ \ s/ol 4 
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对 一 般 的 mxn 阵 ， 先 求 出 它 的 秩 ”， 找 出 它 的 一 个 > 阶 非 异 子 
矩阵 4( ;六 … 六 )， 然 后 用 初等 变换 将 此 子 矩 阵 调 到 左上 角 , 再 用 上 法 
即 可 。 

矩阵 的 满 秋分 解 有 广泛 的 应 用 ， 今 先 举 三 例 于 下 。 

例 2 秩 为 1 的 方 阵 4= (ai)wn 必 清 足 ，4:= ( 袜 or )4。 

证 当 r(4) = 工时 ，4 的 满 秩 分 解 应 是 ， 


A= » (bi,b,,.… ,bn) 


Qn 
其 中 a 与 bi 不 全 为 0， 且 qi=aibisi=1,2,… ,ho 于 是 


Ci 六 Ci 


[#4 a 
A:=| (bpD pb) 2 Tlb, bs ,bn) 
Un | Qn 


Ql 
= (Zot:) ” (bb = ( Da )Ao 


Gn 
例 3 证 明 , x 阶 阵 和 是 只 等 阵 的 充 要 条 件 是 ， 
r(A) +r(Is- A)=n 
证 必要 性 之 证 明 已 见 之 于 381 例 1 或 82 例 3 。 今 证 充分 性 。 设 
(4)=7r,A=HL 是 4 的 满 秩 分 解 ， 其 中 HH 与 工分 别 是 zxr 列 满 秩 
_ 阵 与 7 xn 行 满 秩 阵 。 由 秩 的 第 二 降 阶 定理 ， 
rs — A) =r(l— HL) =n-r+r(, ~ LH) 
由 上 式 及 充分 条 件 的 假设 可 得 
rlr— LH)=r(l— A)+r(A)-n=0 
邦 得 LH = 二 ,于 是 
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A’=HLHL= HI,L= HL=A 

若 将 充分 性 的 证 明 过 程 倒 推 回去 ， 则 显然 又 可 证 得 必要 性。 由 此 
例 还 可 看 出 ， 若 不 用 秩 的 第 二 降 阶 定理 以 及 满 秩 分 解 ， 充 分 性 的 证 区 
就 比较 麻烦 。 

例 4 设 4 是 秩 为 7 的 n 阶 实 对 称 阵 ， 则 

(i) 4 的 满 秋分 解 是 ，4 =HSH’, 其 中 HH 是 xr 列 满 苇 阵 ，S 十 
r 阶 非 异 实 对 称 隆 。 

《让 ) 对 任何 1 这 设 之 之 i 1 志 之 六 之 < 之 jr, 二 n 恒 有 


02 -DAD| 2 
证 由 第 3 章 定理 3， 存 在 非 噶 阵 P 与 8, 使 PA8=(% 0 ), 记 
ep’ = (0y), 则 


_ I 0VSTA /ST 
PAP’ = (PAQ)(Q-1P’) = Co ,vy)=(o )) (23) 
因 和 4 是 实 对 称 阵 ， 即 A4=A', 获 (PAP')'=PAiP'= PAP/, 即 PAP/ 也 
是 实 对 称 阵 ， 故 由 〈23) 式 ，S$= 8'，7T= 0, 于 是 (23) 式 化 为 
S 0 
PAP -(。 0) (24) 
且 5S 是 + 阶 实 对 称 阵 , 又 因 r=r(4)=r(PAP’') =r(S), 故 5S 是 非 异 阵 。 
r 
今 记 P™: =n(H,H,), 则 (24) 式 可 化 为 ， 
S O/H’ 
A=(H,H)(, ok. )=HsH’ 


再 证 (让 )， 应 用 第 一 章 的 〈25) 式 ， 


© 


ie 
A(, ， “)= 。 Alei, ,ej ,0jr) 
11712 7 : 
ci 
四 由 和 A=HSH’ 及 上 式 ， 可 得 
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co joven 
i ety 1 2 
-| (ia », )sH 【人 


再 应 用 第 一 章 的 中 Ta 得 到 
| 4 人 有 | = | (ui) se | (ee)) | 
oC ) sil (ir) 025) 
在 (25) 式 中 特别 取 计 =ji, 记 =jos sii -ih 则 
|4 Gi)|=|a (1 2) 
1 人 | = ee J 13| 
由 上 式 与 (25) 式 就 得 到 〈22) 式 。 
《22) 式 是 研究 实 对 称 阵子 式 间 相 互 关 系 的 基础 结论 。 


84 广义 逆 和 矩阵 


为 了 充分 运用 $2 与 $3 中 的 结论 与 方法 ， 也 为 了 介绍 对 应 用 数学 有 
用 的 较 新 的 工具 ， 本 节 将 用 预备 知识 最 少 、 处 理 最 简捷 的 方法 引进 广 
义 逆 和 矩阵 的 若干 基本 结论 。 

本 节 讨论 的 矩阵 都 是 实 的 ( 复 矩 阵 可 仿 此 讨论 ), 以 下 不 再 男 作 说 
明 。 

定义 设 A 是 mxn 阵 ， 如 果 存 在 nxm 阵 了 B， 使 满足 ， 

(P1) 4B 是 实 对 称 阵 ， 

(P:) BA 是 实 对 称 阵 ， 

(Ps) ABA = A, 

. 《PBP,) BAB=B，, 
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则 称 是 (A 的 ) 广义 道 矩阵 。 

显然 ， 当 4 是 非 异 阵 时 ， 了 到 8B=4-, 则 如 满足 (PD~(P)， 故 
广义 道 矩 阵 是 通常 道 矩阵 概念 的 推广 。 

定理 7 对 任何 秩 为 + 的 xn 阵 和 A ， 必 存在 唯一 的 一 个 nxm 阵 
8, 满足 (Pl) ~(P,)。 

证 下 面 的 证 明 是 构造 性 的 。 作 A 的 满 秩 分 解 

A=HL 
其 中 理 是 mxr 列 满 秩 阵 ，L 是 rxn 行 满 秩 阵 。 容易 验证 ，n xr 阵 
LL) 与 rxm 阵 (HH)~!H’ 分 别 是 工 与 吾 的 广义 道 和 矩阵 ( 即 满 
足 (P)~(P))。 作 3xi 阵 
B=L(LL)-!(HH)-'H’ 

划 易 证 8B 满足 (P1) ~(P,)。 

再 证 上 唯一 性 。 设 mx 六 阵 C 是 用 的 田 一 个 广义 北 逢 隆 ， 则 C 也 应 
满足 (P,) ~(P,)。 今 因 

B=BAB= B(ACA)B= B(AC)’(AB)’ = BCABAC)’= B(ACY’= BAC 
又 因 
C=CAC=C(ABA)C= (CA)’(BA)YC= (BACA)C'= (BAJMC= BAC 

所 以 B=C。 

由 于 任何 秩 为 + 的 mxn 阵 4 的 广义 道 ( 和 矩阵 ) 存在 且 唯 一 ， 故 
今后 就 记 B= A:, 于 是 (P1)~(P,) 可 改 写 成 ， 

(Pi) 44* 是 实 对 称 阵 。 

(P,) 4+4 是 实 对 称 阵 。 

(P,) AAA 


(P,) A+44+ = 
由 定理 7 的 证 而 过 晨 容 易 看 四， 如 果 A4=HL， 则 

. H+* = (H’H)-!H’ (26) 

六 = . (27) 

A+*=L*H*(Wm HL)+ = L+H+) (28) 


由 《26) 、(27) 、(28) 就 可 算出 4 的 广义 道 (矩阵 ) 4+。 
例 1 由 于 
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10-1N /io oi 
4=|21 2|=|21]( )= 瑟 
01 4 

01 4/ \o1 
〈 见 83， 例 1 中 的 (21) 式 ) 


10\ 
et 
又 因 


] 0 1 10 2 17 4 

一 - 一 -1 
=L+=1/(LL)-!= 1 

(0 ,) (LL’) 01 到 4 


-14 


10-1\* 13 19-7 
A+=|21 2 = LH* -3 
01 4 -5 1 11 


推论 ! 对 任何 mxn 阵 A4， 伍 有: 
r(A)=r(A+)=r(AA1+)=r(A1A) . (29) 
证 设 r(4)=r, 由 (28) 式 以 及 L* 是 列 满 秩 阵 ， 故 
7Y(A+) =r(L+E+) =r(H*) =r((H'H)-IH’) =r(H’) =r(H) =r 
又 因 (26》 与 (27) 可 知 可 + 玖 =T = 工 L+。 故 
rC(ATA) =r(L+L) =r(L)=r; ，， . 
. r(AA+) =r(EH+) =r(H*)=r 
于 是 (29) 式 得 证 。 
推论 2 对 任何 mxn 阵 A， 恒 有 
r(la— A+A) =n—r(A) (30) 
证 设 r(4)=r， 因 为 
rll —A+A)=7r(l ~ L'L) 
故 由 秩 的 第 二 降 阶 定理 得 : 
rh —AtA)=r(T -LL*) +n—-r=n-r=n-r(A) 
广义 道 矩 阵 的 概念 是 由 莫 尔 (Moore) 先后 于 1919 年 与 1933 年 ， 
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在 讨论 所 谓 “ 正 射影 变换 ”时 引进 的 ， 他 称 广 义 道 矩 阵 为 “ 伪 道 阵 ?。 
现在 给 出 的 定义 来 自 本 洛斯 (Penrose) 《1955)。 

二 、 用 广义 送 撼 阵 解 线性 方程 组 

今 用 广义 递 判断 m xz 方程 组 是 否 有 解 ， 并 在 有 解 时 ， 丰 任何 方 
程 组 4x =b 的 任 一 解 明确 表达 出 来 。 

定理 8 设 4 是 mxn 阵 ， 则 方程 组 Ax = 五 有 解 的 充 要 条 件 是 


441+D = 下 (31) 
当 4z= 有 解 时 ， 它 的 任 一 解 可 表 为 
X=A'b+(In- AtA)G (32) 


其 中 6 为 任 一 n 维 列 向 量 。 
证 如 果 Ax=65 有 解 ， 则 由 (Ps) 
b=Ax=AA:(Ax)=AA'D 
反之 ， 若 (31) 式 成 立 ， 则 x =A1'b 显 然 是 AxX=6 的 一 个 ( 特 ) 解 。 
另 一 方面 ， 如 果 Ax =b 有 人 解 ， 则 由 和 解 的 结构 定理 (第 三 章 定 理 7 
的 (i)), 它 的 通 解 x 应 是 
x=AbtE (33) 
此 处 是 齐 次 次 方程 组 Ax = 0 的 通 解 ， 由 (Ps) 可 知 
A(I—- A+A)=0 
由 定理 1 的 推论 2，I -A+A 中 有 nr(4) 个 列 构成 4x=0 的 一 个 
基础 解 系 ， 故 4x =0 的 通 解 可 写成 这 nr(4》 个 列 的 线性 组 合 ， 它 
也 可 写成 下 面 的 形状 ， 
E= (1 -4+A)6 (34) 
而 6 是 任 一 n 维 列 向 量 , 将 (34) 代入 〈33) 即 得 (32)。 


习 旺 
1. 设 和 A 是 n 阶 对 合 阵 ( 即 A: = )，Is+A 和 的 秩 为 +， 证 明 


(i 存在 非 异 阵 了 ， 使 
PiaAp=(" 0 ) 


— I 
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(Gii)y r(In—A)+r(l+A)=n 
《二 ) 当 4 是 实 对 合 阵 时 ,4 可 表 为 两 个 实 对 称 阵 的 乘积 。( 提 示 ， 
对 全 完全 仿 $1 例 1 之 证 法 ， 或 者 设法 应 用 例 1 之 结论 ， 作 方 阵 


B = “全 ,证 明 昌 是 宕 等 阵 )。 


2. 如 果 n 阶 阵 和 满足 条 件 ，rCIn~ 有 4)+r(ls+ 妨 )=n。, 证 明 4 是 
对 合 阵 。 
(提示 ， 同 第 1 题 提示 ， 设 法 应 用 $2 例 3 的 结论 。) 

3，(i) 设 4 是 秩 为 + 的 n 阶 阵 ， 且 A 和:=kA,Kk=0, 证 明 必 存在 非 
异 阵 P， 使 P-'AP= (5 ? 0 

(ii》 设 和 A 与 B 是 如 下 的 nn 阶 阵 ， 


111 0…0 

11..1 0 
A B 0 0 

9 ， oe 

1 ie.1 0 0…0 


证 明 ， 必 存在 非 异 阵 P， 使 P"'AP=B。 
4. 用 秩 的 第 一 降 阶 定理 求 下 面 矩 阵 的 秩 
0 0 76 17 
A 2 -4 10 5 
-3 6 23 1 
1 -2 43 11 
5. 设 4 是 二 阶 实 方 阵 ， 且 44' = bf,b>>0, 证 明 ， 
ti Li 1<i<i<<ien 
"(A (7. 0) = 2 -n+ he 2) 1<h hi 
(提示 ， 用 秩 的 升 阶 公 式 ， 并 仿照 第 二 章 $5 例 8 的 证 法 。) 
6, 设 和 4 是 nn 阶 实 阵 ， 且 A=bli,b>>0, 证 明 ; 
Vt jj ek 1<i<i,<.<ir<n 
(A 站 )) = 2k~ n+r(Ac i 32) 1<) i Zien 


7. 设 和 A 是 n 阶 非 异 隆 ， 证 明 ， 
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1 RAN I jj ‘ji 1<i<i,< .<ir<n, 
r (Cadi4) je) =2k -n+r( Ac 这 ))TSPSPS .jen 
8. 设 4 是 mxn 阵 ， 证明 ， 线 性 方程 组 Ax=65 有 解 的 充 要 条 件 
是 , 线性 方程 组 A'y =0 的 任何 解 B 都 满足 b’B=0。 (提示 : 必要 性 易 
证 。 充 分 性 ;可 设 r(4)=r, 由 (A )=r(A4A) =r 可 知 , 存在 4 =0 的 一 


个 基础 解 系 pp 故 由 充分 条 件 知 > (%) (BisB,,** ,Bn-r) 


=0, 再 应 用 $2 例 2 中 的 (8) 式 , 便 得 "(多 )<r, 再 由 7 多)=7(4,5) 


之 r(4) =r, 即 得 r(A,b) =r(A)。) 

9. 设 A 是 mxn 阵 ， 旦 Ax=0 的 解 也 是 方程 的 bix + b,x,+ 
+bnxa=0 解 。 证 明 〈b,,b,,…,bx) 必 是 人 的 下 个 行 间 量 的 线性 组 合 
《提示 : 由 第 8 题 便 知 。) 

10. 设 和 A 是 nn 阶 奇异 阵 ，n 宕 2, 证 明 ， 

(i) r(adijA) <1, 


(ii) | Cagja) (plat) =0, 2<kns 1<i< icn 1<j 


<jene 


(iii) [aaj4) (9 i -六 | - [Aj ‘| 4 i 
jij» 


人 入 二 训 习 1。 ) 
(提示 ， 对 (i)， 当 (4)<n-1 时 , r(adj4)=0; 当 r(4) =n-1 时 ， 
应 用 等 式 4。adjA = |4| .以 及 本 章 §3 例 2。) 
1l1. 设 和 是 n 阶 阵 ，n2, 证 明 ， adj(adj4)=|Al*-:。.&。 
(提示 。 应 用 第 二 章 (26〉 式 以 及 该 章 习 题 10， 并 用 上 题 的 (i)) 。 
12。 设 nn 阶 洋 对 称 阵 ( 或 反对 称 实 方 阵 )4 的 r+ 阶 主子 式 D 了 0, 而 
DD 的 所 有 r+1 阶 、r+2 阶 加 边 子 式 全 是 0 ,证 明 ，r(4) =r。 


二 


(提示 ， 设 D= |4(2 |， 4-( (22) ”Js pigrr 
B Qs 
阶 阵 ， 作 ++2 阶 主子 阵 ， 
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A(i) eB z 
M=| vv Qis Qs (ast= Qts) 
B Qis lss 
应 用 第 10 题 的 Gi)， 即 可 证 得 |41| =0, 再 应 用 第 三 章 $3 的 命题 ， 
对 反对 称 阵 可 仿 此 证 明之 。)》 
13. 如 果 n 阶 实 对 称 阵 (或 反对 称 实 阵 ) 4A 的 所 有 r+1 阶 主子 
式 、r+ 2 阶 主子 式 全 等 于 零 ， 证 明 ，4 的 任何 r+ +1 阶 子 式 等 于 零 。 
《提示 :; 应 用 12 题 ， 证明 r(A4)<<r。) 
14.《 巴 伦 汀 (Ballantine) ,1978) 设 4 是 nn 阶 奇异 阵 , 且 A=B,B? 
…Br, 其 中 B,,…,Br 都 是 寡 等 阵 ， En rn— A)<k(n-r(A)) 。 


(提示; 先 有 -A=I,~ BiB Br= (ls~ Bi) + (B,- BB,) +. 
《万 Br, 1 一 五 … “DBk_1BK7， 外 后 用 水 (4) 式 、 第 三 妆 氏 例 ] 忆 
及 第 三 章 定 理 2。) 


15.(i) 设 4 是 nm 阶 非 异 阵 ， 4 与 B 是 志 维 列 向 量 ， 证 明 ， 
r(4+a8b')EE-T， 而 Fr(A+cp8')=1<e>pBA4TIC 关 一 1。 


( 壮 ) 设 工 a 二 0;z>>2， 证 明 


0 Qi 二 ar al 十 an 
a, +a) 0 机 Qt an | 
| 
Qnta: +a… 0 
16.(i) 设 mxn 阵 和 4 的 kK 阶 “ 顺 序 主子 式 ” (1 > 人 |*o 


记 sj = | A(1 2 a 


12…K ji 
SET "Sk,n 
一] .ss 
Sm k+l Smn 


(一 天 ) 阵 
为 西 尔 维 斯 脱 矩 阵 〈 参 阅 第 二 章 习 题 32) 证 骨 ， 
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r(A)=k+r(S), 
称 上 式 为 秩 的 第 三 降 阶 定理 。 
(ii) 洲 ai 关 0, 证明 


| Ci 10140131 [ena 
| Qz21Q do 10 
ou Qis Cl lin ! $0Q,1022 21023 2102n 
QQ12 QQ Qidin 
aa dss “Qon 11Q1 | 11013 a 1101 
= 十 | IQ31032) |Q31438 0Q3103z 
Ga (no ns *** Onn 
3 | QiiQis| ....,. oo 
Gnl1GQnz QniQna nilnn 


《提示 ， 对 (i)， 应 用 秩 的 第 一 降 阶 定理 与 行列 式 的 第 一 降 阶 定 理 ， 
并 仿照 行列 式 第 三 降 阶 定理 的 证 法 〈 见 第 二 章 习 题 32)。 由 (i) 显然 可 
得 (ii))。 

17. 求 下列 和 矩阵 的 满 秩 分 解 ，. 


6 0 31 
A=|14-260 
2 2-31 


18. 设 A 与 B 艾 为 mxn 阵 ， 试 用 4 与 B 的 满 秩 分 解 证 明 : 
r(A+B)<r(A)+r(B), 
(提示 ， 用 “和 化 积 ” 的 想法 ) 。 
19. 《 洁 罗 本 尼 乌 斯 ) 证 明 西 尔 维 斯 脱 不 等 式 的 推广 定理 ， 
rCABC)>r(AB) +r(BC)—r(B), 
(提示 ， 作 3 的 满 秩 分 解 ， 再 应 用 西 尔 维 斯 脱 不 等 式 。)》 
20. 设 A1,4,,…,A: 都 是 nn 阶 阵 ， 且 AI+A:d+…+A: = 了， 又 
设 4 的 秩 为 nis 1i= 1,2,…， 3， 证 明 ; 
(i) 如 果 44j= 0，?i 坟 方 1 = 1 2，…3， 则 4,,4:，…4s 都 是 
千 等 阵 ， 及 m=n 
(ii) 如 果 Dn =n, 则 A:Aj= 0iAj3i,j=1,2,." ,3 


《提示 ， 作 4i; 的 满 秩 分 解 。 4;= HiLi, 其 中 Hi 与 工分 别 是 nxni 列 
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稍 牧 阵 与 mxn 行 满 秽 阵 ,i=1,2,…,5。 由 假设 记 Ai=I, 及 Aihj=0 
ij, 即 可 证 得 Ai4;=6iAj， 由 此 可 证 ，LiHj= 0ijlnjs 然后 即 可 推导 出 
室 wi=n, 这 证 明了 (i)。 反 之 ,由 滨 A=J 可 证 

L, 

Ts 

(Hi,H,,...,H;) = Joy 

Ls 
再 由 假设 沁 m=ns 进 一 步 可 证 (1,H,,…,Hs) 是 n 阶 非 异 阵 , 由 此 可 
证 得 LHj=6i1nj, 故人 Ai= OiiAjsi,j =1,2,.…,5。) 
21. 由 本 章 83 例 4 中 的 〈22) 式 证 明 ， 
(i》 秩 为 7 的 阶 实 对 称 阵 4 至 少 有 一 个 上 阶 主子 式 不 等 于 零 。 
( 主 ) 如 果 秩 为 的 阶 实 对 称 阵 和 4 至少 有 一 个 + 阶 主 子 式 等 于 
则 4 至少 有 CI -1 个 + 阶 子 式 等 于 零 。 
(iii》 如 果 秩 为 + 的 n 阶 实 对 称 阵 和 4 的 所 有 7 阶 主子 式 全 不 等 于 
则 4 的 所 有 r 阶 子 式 都 不 等 于 零 
22. 证 明 下 列 诸 结论 ， 


GD ( ) - i( ), (I 是 单位 阵 。) 


各 


和 


iD er Be 
GD (op)* = Te (与 6 是 n 维 非 零 实 列 向 量 。) 


(iii) 车 (6 4)=1, 则 
( a = Fr 人 qa): 


(iv) 若 丸 xm 阵 4 的 元 素 全 是 1, 则 


A+=_1_A’ 
mn oo 
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第 五 章 方 阵 的 特征 值 与 方 阵 的 相似 


本 章 讨论 的 方 阵 指 的 都 是 复 阵 ， 即 其 元 素 都 是 复数 ， 以 下 不 再 另 
作 说 明 。 


8$ 1 基本 概念 与 基本 结论 


本 章 的 主要 概念 有 三 ， 它 们 是 ， 方 阵 的 特征 值 与 特征 向 量 ， 方 阵 
的 特征 多 项 式 ， 方 阵 的 相似 。 另 外 ， 方 阵 的 最 小 多 项 式 的 概念 也 是 基 
本 的 。 

定义 设 A 是 n 阶 阵 ， 如 存在 数 入 以 及 n 维 非 零 列 向 量 x， 使 
得 . 

Ax = 和 x 0) 

也 即 
| (A-A1n)X=0,( 或 XIn -A)x=0) (2) 
则 称 和 为 4 的 特征 值 ， 而 称 x ( 关 0) 为 4 的 属于 和 的 特征 向 量 。 

由 《〈2) 式 及 齐 次 线性 方程 组 的 理论 知 ，》 必 是 下 AP= 4| 的 根 ， 
故 也 称 为 4 的 特征 根 ， 称 [Ms- 4| 为 4 的 特征 多 项 式 。 

当 入 求 出 后 ， 特 征 向 量 即 可 由 (2) 式 解 得 。 

定义 设 4 与 B 都 是 n 阶 阵 , 如 存在 n 阶 非 异 阵 P, 使 P-'AP=B 
则 称 4 与 相似 , 或 称 4 相似 于 B。 

相似 的 “几何 ”意义 将 在 第 十 章 说 明 。 相似 的 作用 在 第 四 章 $1 
例 1 中 已 可 略 见 其 一 二 。 以 下 将 进一步 显示 其 作用 。 

本 章 的 基本 结论 有 六 个 ， 一 个 写 在 82 中 ， 一 个 在 83 中 ， 另 外 四 
个 结论 写成 如 下 四 个 定理 

定理 1 设 A 是 nn 阶 阵 ，A= (qij)zxn, 则 

[Mn Al=N aN taN tm1)" onN+ (~1)"a (3) 
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而 a 是 和 4 的 所 有 i 阶 主 子 式 之 和 ， 即 
六 思源 
15j1 "< Sn 4 je 


(参阅 第 二 章 8 6 中 的 79) 式 ), 称 3) 为 特征 多 项 式 的 展开 式 。 
(4) 中 的 qi 与 m 最 为 重要 ， 若 记 01=tr4, 则 
ta=a= 习 |4()|= 乌 A()|= Bo (5) 
an= |4| (6) 
设 和 和 ,hseees 和 hn 是 IX 一 41 =0 的 个 根 ， 则 由 维 叶 措 (Victa) 公 
式 得 ，a1= 习 和 oo= jsjn， 它 们 与 《5) 式 、(6) 式 合 起 来 ， 即 得 


关系 式 ， 


i=1,2, sn (4) 


Qi= 多 


trA= 2 Qii = Dn | 《7) 
[A| = 和 is， 和 e (8) 
称 tr4A 为 4 的 迹 ， 它 是 解决 矩阵 问题 的 一 个 有 力 工 具 。 
定理 2 fA)= [Mn -Al=N -aN lt tC- 1) -ianA+t C1) 
ca， 则 
1M) = hr -ahrlt + (1) la AtC-1)"aIn=0 (9) 
称 定理 2 为 汉密尔顿 - 凯 菜 (Hamilton-Cayley) 定 理 。 
定理 3 ”相似 矩阵 有 相同 的 特征 多 项 式 ，( 因 而 有 相同 的 特征 值 、 
相同 的 行列 式 等 等 ) 。 
定理 4 7 阶 阵 A 相似 于 对 角 阵 的 充 要 条 件 是 ， A 有 1 个 线性 无 
关 的 特征 向 量 。 
用 得 较 多 的 是 定理 4 的 一 个 推论 ， 即 下 面 的 
推论 如 果 n 阶 阵 和 A 的 n 个 特征 值 全 不 相同 , 则 A 必 相 似 于 对 角 
阵 。 
关于 方 阵 的 最 小 多 项 式 概念 及 其 初等 性 质 有 如 下 所 述 。 
定义 设 g(%) 是 s 次 多 项 式 ，4 是 方 阵 ， 若 8(4) =0, 则 称 g(X) 
为 4 的 化 零 多 项 式 〈 其 存在 性 ， 册 定理 2 知 ,是 明显 的 )。 称 A 的 所 有 
化 零 多 项 式 中 其 次 数 最 小 者 为 A 的 最 小 多 项 式 。 
命题 最 小 多 项 式 有 如 下 初等 性 质 ， 
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Gi) 方 隆 的 最 小 多 项 式 必 整除 4 的 特征 多 项 式 。 
(ii) 方 阵 4 的 最 小 多 项 式 是 唯一 的 。 
(者 相似 矩阵 有 相同 的 最 小 多 项 式 。 


(iv) 设 
Al 
A=| 4 
[ 


是 分 块 对 角 阵 ，4 的 最 小 多 项 式 为 m(A)，4i 的 最 小 多 项 式 为 mi(%)， 
z= 1 2，…3 则 到 (OA) 是 mC 和 A),… ms《 入 ) 的 最 小 公 倍 式 。 


$ 2 特征 多 项 式 的 降 阶 定理 


本 章 的 另 一 有 用 结论 是 下 面 的 “特征 多 项 式 的 降 阶 定理 ”, 即 
定理 5 设 A 与 B 分 别 是 mxn 阵 与 nxm 阵 ，m 之 n, 则 
IAn — AB| = Mora|X — BA| (10) 
证 设 4 的 秩 为 r， 由 第 三 章 定理 3， 存 在 m 阶 非 异 阵 P 与 m 阶 
非 异 阵 @， 使 得 


了 
PAQ= r - 
0 0 
令 : 
BB 
Q-'BPp-!=( ! ") (其 中 也 为 rxr 阵 ) 
BsB, 
则 
-1 BB, 0Q-! 
PABP-!= ， BAQ= 
0 0 
由 定理 3， 
1,-B -8B 
[Nn ~ AB| = ! “| = 和 nm 了 NT 一 也 
0 和 7 _r 
和 六 一 Bi 
Xp -BA = 和 er|XD -了 
1 | Bs pb lM Bl 
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由 上 两 式 显然 可 得 〈10) 式 。 
在 〈10) 式 中 取 台 =n, 即 得 
推论 ! 设 A4 与 8 分 别 是 mxn 阵 与 nxm 和 阵 ， 则 4B 与 BA 的 非 
零 特 征 值 相同 。 
推论 2 设 4 与 也 是 同 阶 方 阵 ， 则 4B 与 BA 有 相同 的 特征 多 项 
式 ， 因 而 必 有 
tr(AB) =tr(BA) 《11》 
tr(P-iAP) = trA (12) 
(11) 是 明显 的 ， 由 P-L4P=P-I(4AP) ,并 应 用 (11) 式 即 得 〈12) 
式 ， 当 然 ， 由 于 4 与 P-!4P 相似 ， 故 由 定理 3， 它 们 有 相同 的 迹 ， 也 
可 得 到 (12) 式 。 
特征 多 项 式 降 阶 定理 的 主要 作用 也 是 将 高 阶 多 项 式 化 为 低 阶 多 项 
式 处 理 ， 其 思想 与 行列 式 、 秩 的 降 阶 定理 一 脉 相 承 。 
例 1 设 和 A 是 n 阶 非 异 阵 ，a 与 8 是 n 维 非 零 列 向 量 ,证明 |XA4 
-28'| 有 一 个 根 是 B84-!9, 而 其 他 根 全 是 0 。 
证 由 行 询 式 习 法 规则 以 及 特征 多 项 式 降 阶 定理 ， 
IA4-ep1 = ATIApn- (4-10)B | = 1Al M1 -BA-ia) 
因 4 非 异 ,|A| 关 0, 故 [XA4-aB'| 有 nn-1 个 零 根 , 另 一 根 为 Bh4-!a。 
在 例 1 中 取 A4=1., 则 可 知 a6' 有 nn-1 个 特征 值 是 0， 另 一 个 特 
征 值 是 B64。 车 B=a, 则 ae’ 有 nn-1 个 特征 值 是 0， 另 一 个 是 ea。 
例如 nn 阶 阵 ; 


1 1..1 1 
1 
11..…1 
A= =| : Ii,1,..,1) 
11:.%1 1 


1 
故 A 的 n~ 1 个 特征 值 是 0 tea) 
1 


例 2 求 下列 n 阶 实 对 称 阵 A 的 特征 值 及 行列 式 ， 其 中 
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T1011 
111...0/。 
解 ”因为 
11…1 
工 了 1 
[Xl -Al =| CA+1)I— 
11.%1 


1 
记 4= 和 +1， -人 则 上 式 右 端 便 是 juz - ea'| , 故 由 例 1 的 说 明 ， 
1 
al' 的 特征 值 k 中 有 nr 一 1 个 0， 一 个 是 wa=n， 放 4 的 特征 值 * 中 ， 
有 nn~1 个 满足 0=4= 入 +1, 即 有 nh 一 1 个 ^\= -1; 另 一 个 满足 入 t1=n， 
即 入 =n~1。 又 因 (8) 式 ， 
[A =ANaee ha hs = (1)"1n 1), 

对 秩 为 + 的 奇异 阵 〈 降 秩 阵 ) A， 设 A4= HL 是 它 的 满 秩 分 解 ， 
其 中 五 与 工分 别 是 nxr 列 满 秩 阵 与 xn 行 满 秩 阵 , 由 特征 多 项 式 的 
降 阶 定理 ， . 

[A ~ AA] = |Ah ~ HL| = 和 Xe-rXD — LH | (13) 
常 可 用 此 法 求 某 些 低 秩 奇 蜡 阵 的 特征 多 项 式 ， 对 某 些 非 蜡 阵 也 可 经 过 
改写 后 运用 此 法 ， 如 例 2 便 是 。 

例 3 设 C 是 n 阶 阵 ， 如 果 “ 和 矩阵 方程 ”4X-XA=C 有 和 解 ， 则 
必 有 : trC=0 ( 故 4X-XA=[ 必 无 解 ) 。 

证 ”因为 易 证 ,tr(4+B)=tr4+trB, 故 若 存在 X= 卫 ,使 4B- BA 
=C, 则 ftrCc=tr( 43-DB4)=tr(A4B) 一 trB4)， 由 (11)》 式 即 得 trC = 0。 

例 3 之 逆 也 正确 〈 兄 本 章 习 题 6) 。 

特征 多 项 式 是 一 种 特殊 的 行列 式 ， 在 用 特征 多 项 式 展 开 式 以 及 特 
征 多 项 式 的 降 阶 定理 有 困难 时 ， 还 需 借 助 行列 式 的 其 他 方法 ， 下 例 便 
是 。 
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例 4 设 ob,c,d 是 实数 ， 求 4 阶 阵 


a —b -ce -d 
b a-d qc 
A= 
Cd a-b 
d -ce Db 
的 特征 值 。 
解 因为 

A—a b cec d 
-biA-a dd -ce 

[ML~-A|= 
一 一 Q 和 -04 b 


L_a C 一 D A-a 
故 由 第 二 章 85 例 2 即 得 
[MT,—~Al={(h-a) +b +c: +a}? 
故人 的 4 个 特征 值 是 ， 
M=h=ativ Bice+td, MM=a-iv Dtctd 
(i=~V -1 )。 
请 读者 举一反三 ， 将 第 二 章 计算 行列 式 的 方法 与 技巧 充分 用 于 特 
征 值 的 计算 (参阅 习题 10、11 两 题 )。 


85 方 阵 的 相似 ， 特 征 值 方法 的 (初步 ) 运 用 


一 、 方 阵 相似 于 上 三 角 阵 
由 定理 4， 不 难 举 出 方 阵 不 相似 于 对 角 阵 的 反例 ， 但 我 们 有 
推理 6 任何 n 阶 复 阵 必 相 似 于 上 三 角 阵 ， 即 存在 n 阶 非 异 阵 P， 
—— 
使 nN 
、 A 
rr (14) 
,| 
其 中 入 ,各 ,… shx (显然) 是 4 的 特征 值 〈 由 定理 3) 。 
证 下 列 证 法 是 常见 的 有 用 方法 。 对 n 用 归纳 法 。 当 n=1， 定 
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理 6 显然 正确 。 今 就 任意 n 证 明之 ， 取 4 的 一 个 特征 值 和 ‰， 设 0 天 0 
是 A 的 属于 久 的 特征 向 量 ， 则 

Aai = 和 Ci (15) 
因 a 线性 无 关 ， 故 由 第 四 章 定理 1， 必 存在 n 维 列 向 量 aycs，…，an， 
使 Pi=(@1,Qs,… s,Q) 是 非 异 阵 ， 由 标准 单位 向 量 的 结论 知 , 0 = Piel， 
将 它 代 入 (15) 式 ， 便 得 APiel = 和 Pie!， 也 即 《P71AP1)e1 = 和 e1， 这 
正好 说 明 Pi'AP, 的 第 1 列 是 和 ael, 于 是 


的 米 入 林 

一 1 一 一 人 

pr'AP,=| : -(¢ y C16) 
0 A 


其 中 4 是 n-1 阶 阵 。 因此， 由 归纳 法 假设 ， 存 在 n~1 阶 非 异 阵 Pi， 


使 
入 。 来 
Pi!AP, = 本 ) 
0 Mn 


记 P= Pi( 1 只)， 则 了 是 ma 阶 非 蜡 阵 ， 且 由 《16) 式 即 得 


入 ; 米 
一 上 _ 1 0 A * 1 0 A * ~ 入 
? AP=(0 pg) AMP) ee) | …。 
0 x 
例 1 设 4 是 zi 阶 阵 ， 和 :是 ji -AI 的 大 重 根 ， 则 Am =- 4) 二 
n-k, 


证 设 I 和 I — Al 的 其 他 根 为 和 ksly "shn《 关 入 1) ,由 定理 6 


加 水 
入 
-1 ~ 1 
P-i1AP = 和 ， 
\ of? 
于 是 
0 
_1 _ 0 
P-1(%11— A)P = NM, 
“。 
和 一 和 


。 123。 


由 第 三 章 定理 4， 上 式 右 端 矩 阵 的 秩 至 少 是 2-K， 所 以 rn - 4) = 
r(P-1(Nls— A)P)>n -Kk, 

由 例 1 可 知 ，(h1 A) x=0 的 基础 解 系 所 含 向 量 个 数 应 <n 一 
(nk) =k, 这 说 明 ，A4 的 属于 入 的 极 大 线性 无 关 的 特征 向 量 个 数 ( 称 
为 几何 午 数 、 不 会 超过 的 重 数 〈 称 为 代数 重 数 ) 。 

例 2 设 和 ,ho，…, 和 hn 是 n 阶 阵 A 的 特征 值 ,fCX)=ashs +os-ie-: 
+…+aX+ao 证明，1(4) 的 个 特征 值 恰好 是 fh1) ,了 Cho) ,Chn) 

证 由 假设 ， 成 立 (14》 式 ， 故 对 任何 非 负 整数 ， 


入 “AN 
P-IAzP = eol 1 -et "| 
Mn 人 
于 是 


P-1f(A)P= P-!( Dp o4n) P= 六 akr(P-IArP) 
k=0 k=0 


A f(%) 
: 和 fC) 
故 由 定理 3 知 ，f(4) 的 个 特征 值 恰好 是 fh1)，f 了 和 Xs) ,了 (hn)。 
二 、 特 征 值 方法 之 初步 运用 
运用 方 阵 特征 值 的 方法 是 矩阵 理论 中 的 六 大 方法 之 一 ， 用 它 解 决 
有 关 和 矩阵 与 行列 式 的 问题 ， 其 主要 途径 无 非 是 这 么 两 条 ，(i》 用 方 阵 
的 相似 作 过 渡 , 即 将 A 相似 于 一 个 形状 简单 的 甜 阵 B, 如 定理 6 的 上 三 
负 阵 或 其 他 形状 更 简单 的 方 阵 E( 参 阅 第 二 部 分 方 阵 的 标准 形 理论 )， 
然后 就 B 或 C 的 特征 值 进行 讨论 (如 本 章 第 一 段 的 两 例 便 是 这 样 )。 
并》 用 定理 3， 且 主要 是 应 用 “相似 阵 有 有 相间 的 特征 值 2 这 一 结论 以 
及 与 特征 值 相关 联 的 一 些 等 式 (例如 〈7) 式 与 〈8) 式 以 及 其 他 等 式 ) 
与 不 等 式 〈 参 阅 第 七 、 八 、 九 三 章 以 及 附录 ) ,在 上 节 例 2 中 便 用 了 等 
式 〈8), 例 3 中 用 了 等 式 (7) 〈 取 方 阵 的 迹 ) 今 再 举 数 例 。 
例 3 设 n 阶 实 阵 4 的 主 对 角 元 全 是 1， 且 其 特征 值 全 是 非 负 数 ， 
证 明 ，|141 去 1。 
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证 设 和 4 的 n 个 特征 值 与 个 主 对 角 元 分 别 是 为 与 ai; i=1,2， 
…,n。 册 假设 以 及 (7) 式 可 知 ， 
trA= DN= Bai=n (17) 


根据 一 个 算术 公式 :“p 个 非 负 数 的 几何 平均 值 不 大 于 它们 的 算术 平均 
值 ”, 即 


{I di < 二 忆 @i, (>0,i=1,2,..,n) 


i=1 


(此 式 称 为 柯 希 不 等 式 ) ,并 应 用 (8) 式 与 《15》 式 即 得 
14| =-( (oos) <( > )=r=1. 


例 4 设 n% 阶 实 方 阵 4 的 特征 信和 全 是 实 且 和 4 的 所 有 1 阶 主 了 
式 之 和 、 所 有 2 阶 主子 式 之 和 全 是 0， 证明 ; 4*=0。 
证 由 假设 ,4 的 特征 多 项 式 展 开 式 (3) 中 的 a =@,=0, 设 入 ,和 h， 


…, 加 是 4 的 特征 值 ， 则 由 维 叶 接 公 式 ，a, = 习 Na = 台 _Mhy 
所 以 ， SH=(D%) -2 by 和 Aj=41 一 24s=0， 但 入 全 是 实数 ， 


Ij 


故 和 := 和 =…= 和 =0。 又 由 定理 6 知 ， 


A 0 
A=P | 0 * |P 
Na, 0 


0 米 \* 
A:=P 0 | P-L-P.0,P-!=0 
0 


\、 . 
例 4 用 了 前 述 的 两 条 途径 ， 而 例 3 实际 上 用 了 途径 (i) 
例 5 设 A 是 n 阶 实 阵 , 若 对 任何 维 实 列 向 量 x, 恒 有 x’Ax>0， 
证 明 141>0 (参阅 第 三 章 习 题 3)。 
证 今 用 纯 代 数 的 方法 证 明之 ,( 若 用 第 三 章 之 方法 ， 则 有 一 步 要 
用 到 数学 分 析 工 具 ) ， 先 证 ，A 的 任 一 特征 值 X=a+bwv -1 的 实 部 
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a>0. 令 e 是 4 的 属于 和 的 特征 向 量 ， 则 


A4ux=XM，(c 和 0) . (18> 
将 4 改写 成 ， 
b + -1d, 
b, +A -ld 
@ = . =B8+wW -10 
Dy» + 一 dr 


其 中 有 一 (Bi ,b, ,+bn)’ 与 06= (dd ,ds)’ 是 实 列 向 量 。 于 是 (18) 式 
化 为 : . . 
4(B+wW 一 19)= (atbv -1)(B+v -16) 
比较 上 式 之 虚 部 与 实 部 ， 得 到 
AB=aB -bd (19) 
Ad=ad +bB (20) 
以 B' 与 6' 分别 左 于 (18) 式 与 〈19) 式 两 边 ， 得 到 
B’AB =aB'B— 0B8’0=aB'B -5'B 
0/43 =ad’d +b0’B 
上 两 式 相 加 ， 得 到 
B’AB +06A0 =a(BB + 00) (21) 
由 假设 知 ，8/48>0，0/40>>0, 又 因 a 考 0, 故 BB 与 9 至少 有 一 非 
零 ， 于 是 BB+8%8>>0, ， 由 (21) 式 即 得 ac>0。 
又 因 |Xs- 4| 是 实 系数 多 项 式 , 故 A 车 有 一 特征 值 M, =a+bV -1， 
则 和 A 必 有 一 特征 值 为 =a~bMV -1 了; 而 和 MMM=al+b?>0 ( 因 上 面 已 
证 a>>0)。 由 (8) 式 ，14| 是 4 的 二 个 特征 值 的 乘积 ， 4 的 纯 实 根 全 
大 于 0 ， 而 复 根 成 对 出 现 ， 其 乘积 大 于 0 ， 故 14|>0。 
上 述 证 明 的 想法 是 , 先 找 出 满足 假设 条 件 的 4 的 特征 值 的 茶 些 特 
性 (对 本 例 5， 其 实 部 大 于 0 ) 作为 出 发 点 ， 然 后 用 (8〉 式 或 (7) 
式 等 解决 问题 。 一 般 说 来 ， 几 要 证 明 特征 值 具有 某 一 特性 的 ， 从 (18) 
式 开始 证 明 常 是 方便 的 ， 例 5 是 这 样 ， 下 面 命题 的 证 明 也 是 这 样 的 ， 
它 的 整个 证 明 过 程 有 一 定 的 代表 性 。 
命题 7 阶 实 对 称 阵 4 的 特征 值 全 是 实数 。 
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证 设 和 是 A 的 任 一 特征 信 , xz0 是 A 的 属于 和 的 特征 向 量 ， 则 
成 立 下 式 〈 即 〈18) 式 )， 


4a= 和 ea 四 (22) 
上 式 两 边 转 置 、 取 共 罗 ， 得 到 

0 A’'=Nar (28) 
以 & 左 乘 (22) 式 两 边 ， 以 & 右 乘 (23) 式 两 边 ， 得 到 

WAg = A 


WA’g = Nu/'G 
上 两 式 相 减 ，w (4 一 47)a= (和 a/q, 央 4A 实 对 称 ，A = 4， 故 得 
(一 和 A)a/g=0, 又 因 w0, 故 oae 关 0， 于 是 和 -和 =0, 即 太古 实数 。 
注意 ”上 述 证 明 步 又 也 可 用 以 证 明 例 5。 


$4 汉密尔顿 - 凯 莱 定理 的 应 用 


汉密尔顿 -山菜 定理 在 理论 上 与 计算 方法 上 的 作用 从 下 列 四 例 中 
可 以 看 出 。 


l1ab -3 
例 1 CAE TT 


0 0 

求 Al00 及 4-L。 

解 易 知 4 的 特征 多 项 式 是 人 (-1)(-o)(-o:) = 入 一 1, 由 汉 
密 尔 顿 - 凯 菜 定理 ， A:— Ta=0， 即 A =J, 故 A-! = 人:。 又 09 可 写成 ， 
100 一 (43)334 = 4。 

例 1 说 明和 的 高 次 短 与 4-!' 均 可 玫 为 的 低 次 圭 ， 事实 上 有 下 
述 一 般 人 性 结论 〈 见 例 2):， 

例 2 任何 阶 阵 A 的 高 次 智 As(s 之 n) 必 可 表 为 A 的 hn-1 次 多 项 
式 。 当 人 是 非 蜡 阵 时 ，4”! 亦 然 。 

证 设 f9)= [7 一 4 = 和 一 OA 十 二 (一 1)210n 十 
〈- Ta 由 汉密尔顿 - 凯 莱 定理 ， 

43-ahn-LI+ t+ Co 1) -ia 1A+ (~ 1)"al; = 0， 《24) 
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于 是 ，h 如 = ahnrr1+ +(-1)ro 4+(-TD)attoT， 即 hn 可 表 为 有 
的 某 一 个 nn 一 1 次 多 项 式 。 将 4 右 习 (24) 式 两 边 ， 并 以 h* 的 表达 式 
人 代入， 可知 A"+! 也 可 表 为 4 的 某 一 个 n- 1 次 多 项 式 ， 用 此 法 逐次 
递 推 下 去 ， 便 知 4A:(s 宇 n) 确 是 A 的 一 个 hn-1 次 多 项 式 : 
As=@0(s) A ra (ss) AMA? + .+an_1(s) A +an(s) i (25) 
当 A 是 非 异 阵 时 ，as = |41 到 0, 此 时 《24) 式 可 改写 为 
CD aa e+ +1) 1) A=1, 


-1 
故 A-!= TDC! ~—a1Ar™?+ .+ (~— 1)" la 11,), 
n 


注 求 (25) 式 中 的 ao(s),…s,anCs) 是 一 个 很 实用 的 问题 。 但 要 建 
立 这 些 系数 的 一 般 算 式 需 要 用 到 所 谓 “对 称 群 的 特征 标 ? 的 有 关 结 论 ， 
在 此 就 不 作 介绍 了 。 

例 3 如 果 n 阶 阵 妇 的 特征 值 全 是 0， 则 4A*=0 

证 我 们 可 以 象 &3 例 4 那 样 应 用 定理 6， 但 对 本 例 来 说 ,用 汉 
密 尔 顿 - 凯 莱 定理 更 方便 。 因 为 在 所 设 条 件 下 ， 丸 的 特征 多 项 式 是 j"， 


所 以 A"= 0。 
例 4 设 和 A=(aqij)rxxs 记 
g(W) = (M+ A| -I~ Al), C26) 
车 g(4) 非 异 , 证 明 rw 阶 阵 ; 
Atauls op any 
G= az A +a,,l» bid Gonln 
Qniln Qnoln oo A +annln 
也 是 非 异 阵 。 


证 设 | 和 :+A4| 的 元 素 X05 +aiz 的 代数 余子 式 是 万 () , 记 (和) = 
| +4| , 则 由 第 二 章 $ 3 中 的 《22) 式 知 ， 


忆 M6ij + aiy) fir (Nh) = Gixf(A)， j,k=1,2,°n 
由 于 当 ZN) =g1O0)g2(X) 时 恒 有 114)=g1(A)g.(A)， 当 t( 和 A) =h(N\) 
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+h,《 和 ) 时 恒 有 t(4) =h,(4)+ ha(4), 故 得 
2 (Adij + aijln)fir( A) =0xf(A) 3j, k=1,2,.° 7 
将 上 式 写成 分 块 阵 恒 等 式 ， 即 


f1(4) f..(A) “°° jn(A) Artal aizln 0. Qinlz 
fCA) fCA) … fr,CA) Galan Atazols … Qsnln 
fin(A) fanCA) . fnnCA) anils 1 Atannln 
1(4) 

{a) 

1(4) 

故 得 
1(4) 
(fii(A))rxrG = “», (27) 
1(A) 


于 是 ,det(fij(A4))rxn。，。detG = (detf(4))", 因 此 ,车 能 证 ，f(4) 非 异 , 则 
G 也 非 异 。 . 

记 有 CN)= |XIn 一 |, 由 汉密尔顿 - 凯 莱 定理 ，hC(A4) =0。 又 (26) 
式 可 改写 为 :1(A) = 28( 入 ) +ROA) ,于 是 4)=28(4) +h(4) =2g(A4)， 
但 由 假设 ，8g(4) 是 非 异 阵 ， 故 1(4) 也 非 异 。 


习 题 


1. 求 n 阶 实 镜 象 阵 了 ,2uw 的 n 个 特征 值 及 它 的 迹 和 行列 式 ， 
其 中 Ww=1。 

2. 设 4 与 也 是 同 阶 方 阵 ， 证 明 ; 

(i) 4B+B 与 BA+B 有 相同 的 特征 值 。 

( 立 )》 如果 AB= (B- 4/)4, 则 4=0。 

(提示 ， 对 (i) 应 用 CD 与 DC 有 相同 的 特征 多 项 式 这 一 结论 。 对 (ii)， 

在 等 式 两 边 取 迹 。) 

3. 求 n 阶 实 对 称 阵 ， 
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) a Qia: 二 1 … an 二 1 
4- Qt a2 ‘* Gzant+1 
QnQit+1 anQr+1 » 03 
的 全 部 特征 值 ， 并 由 此 求 14|。 
《提示 : 用 特征 多 项 式 的 降 阶 定理 。) 

4. 设 和 A 是 秘 为 的 mxn 阵 ，B 与 C 都 是 1XH 阵 ， 且 内 兰 1 证 

明 4B 与 C4 至少 有 n-r 个 公共 的 零 特征 什 。 
《提示 ， 仿 特征 多 项 式 降 阶 定理 的 证 法 。) 

5. 设 和 4 与 8B 分别 是 m 阶 阵 与 n 阶 阵 ，C 是 秩 为 的 mxn 阵 ， 
m<n, 且 AC=CB, 证 明 ，A4 与 B 至 少 有 7 个 公共 的 特征 值 。 因 而 证 
明 (i) 当 4 与 了 的 特征 多 项 式 互 素 时 ， 则 C=0， (ii) 当 C 为 列 满 
物 阵 时 ， 出 里 的 特征 值 全 是 4 的 特征 值 。 

(提示 同 第 4 题 的 提示 。) 

6. 设 C 为 n 阶 阵 ， 且 trC =0, 证 明 ; 

(iD C 必 可 相似 于 一 个 主 对 角 元 全 是 0 的 方 阵 。 

(ii) 必 存 在 n 阶 阵 4 与 B, 使 AB- BA=C。 


* 0 
先 证 满足 (P-IAP)(P-1BP) ~ (P-IBP)(P-I4P) = P-ICP 的 这 种 P-:AP 


， 0 
(提示 对 (i)， 用 归纳 法 。 对 (i)， 由 (i) 设 | | 


A 
与 P 'BP 是 存在 的 。 这 只 要 到 人 .. Pr" A 和 ij 
hn 


B= P(biy) sxxP-!, 其 中 bij= 寺 % ，i 关 j, 而 oj 是 PICP 的 非 主 对 角 


元 (i 让,》 

7. 知 n 阶 非 异 阵 和 4 的 n 个 特征 值 是 Nis Nas shns 证 明 NT， 
X 是 4” 的 全 部 特征 值 。 

8. 证 明 : 

(i》 上 反对 称 实 方 阵 的 特征 值 是 纯 虚数 或 零 。 
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( 坟 ) 正 交 阵 的 特征 值 的 模 《 绝 对 值 ) 等 于 1。 

(i) 对 称 、 正 交 阵 的 特征 值 是 1 或 -1. 

(iv) 如 果 人 A 与 B 是 同 阶 实 对 称 阵 , 则 AB- BA 的 特征 值 是 纯 虑 
《提示 : Gi) 与 (这 ) 仿 $3 的 命题 的 证 法 ， 且 由 该 命题 及 (EH) 即 得 (i)， 
而 (ivy) 由 (i) 即 得 。) 


9. 求 n 阶 循环 阵 : 
Co C1 C2 … Cr-1 
Glen! oo en-s 
C1 Cs» Cs bd Co 
的 全 部 特征 值 。 


(提示 ， 将 C 表 为 C= 如 oa( 0?) ,证明 (05?) 相似 于 以 B46&， 


…,6n 为 主 对 角 元 的 对 角 阵 ， 此 处 51 =1; i=1,2,.…n。 参 阅 第 一 童 
例 9 与 例 10。) 
10. 求 下 列 费 波 纳 西 (Fibonacci) 阵 的 全 部 特征 值 ， 


1 1 
-1 1 1 
-1 1 
P= “。 


-1 1 

《此 夭 阵 在 最 优化 理论 中 有 用 。 它 的 行列 式 是 古老 的 〈 十 三 世纪 ) 费 
波 纳 契 数 ， |PF] =1, |Fs|=2, |Fs|=3,|F|=5,., |Fni| = | Fo|+ 
[Fr-11)。 
《提示 ; 记 4r(X) = [X14 ~ Fr|， 因 为 A 和) 是 三 对 角 行 列 式 ， 故 用 升 
阶 法 ， 或 用 递 推 关系 式 证 得 ，An(A) = (+1) An-1(%X)+A 人 -aC(%)， 令 
和 +1=at+b,， Qab= -1， 先 证 ab, 然后 用 第 二 章 $4 例 5 的 结论 得 : 
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An(h) = 二 0 ,再 由 An()= 0， 即 orisbnt 以 及 中 = - 工 解 出 


a 与 b， 于 是 入 =a+b 1)。 
11. 求 下 列 n 阶 阵 4 的 全 部 特征 值 ， 


0 -1 

0.1 
1 0 ~ 

A= i 


1 0 
12. 求 下 列 4 阶 阵 的 特征 值 ; 
a b cad 
-ba de 
cd Q b 
dc-b a 


(提示 ; 仿 $2 例 4 的 证 法 ， 并 参阅 第 二 章 85 例 1。) 
13,， 设 4= (oj)sxa 是 复方 阵 ， 记 Ri= loil, 和 Gi 1z- ol = Ri 


为 盖 尔 许 苹 林 (Teprmrorma) 加 ,简称 为 盖 尔 加 .证 明 ，4 的 任 一 特征 值 
落 在 某 个 次 尔 圆 的 内 部 或 边界 上 。 

《提示 ， 设 入 是 4 的 任 一 特征 值 ， = (Xi xn)/ 寺 0 是 4 的 属 
于 入 的 特征 向 量 ， 将 (Mn A)x=0 写成 忆 (M01j— ai)xi= 03 i=1,2), 
sh。 按 下 去 可 完全 仿照 第 三 章 §2 例 3 的 证 法 。》 


14. 设 A= (qij)nxn 是 nn 阶 实 隆 ， 且 or> 忆 1oj| =Ri; i=1, 2, 
…sn， 试 用 纯 代数 方法 证 明 ，|4|>0。( 参 阅 第 三 章 §2 例 3。) 
(提示 ; 应 用 第 13 题 的 结论 以 及 假设 oa 二 Ri i=1, 2, .hs 先 证 
和 =a+bw -1 的 实 部 a>0, 再 证 | 4|>>0。) 
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100 
15. uA-(! 0 中 证 明 ，42 = 422 + 4 全 一 了 (这 3)。 
010 


16. 用 汉密尔顿 - 凯 莱 定 理 证 明 ; 若 nn 阶 阵 4 的 所 有 不 同 特征 值 是 
入 i ,A2s ee As， 它们 的 重 数 分 别 是 Kk,Kk,, ‘0 ks» 则 I CA- NMI) 二 0 . 


17, 证 明 下 述 求 特征 多 项 式 的 克 雷 洛 夫 〈KpztroB) 方法 ， 

设 n 阶 阵 和 4 的 特征 多 项 式 是 ， | 和 -4A| = 和 +DN 1I+ 二 po- 
+bs, 若 存在 n 维 列 癌 量 a ， 合 (41g,A* ?4,…,Ar,0) 是 非 异 阵 ， 则 
(Di 3D sbn)’ = — (Ala, Ar?0,..., Aa,e) LA) 

(提示 :应 用 汉密尔顿 - 凯 菜 定理 ， 并 解 一 个 线性 方程 组 即 得 证 ) 。 
18. 设 m(%) 是 方 阵 4 的 最 小 多 项 式 ，g() 是 一 多 项 式 ， 
(i) 令 qd() 是 mA) 与 8) 的 最 高 公 因 式 ， 其 首 项 系数 是 1, 证 
明 ，r(d(4)) =rCE(4))。 
(ii 证 明 ，g(4) 非 蜡 志 >g( 和 ) 与 mlN) 互 素 。 
《提示 :由 多 项 式 理论 知 ， 存 在 w() ,VC( 和 A), 使 & (%) mh) + 00g) 
=4(%) ,由 此 证 得 :r(4(4)) 志 rl(g(4)), 再 由 4(^)1g( 和 和 )(d(C%) 整 除 g (和 X) 
证 得 rs(4))<r4d(A))， 即 得 (i), 由 (i) 即 得 (ii)。) 
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第 六 章 “ 方 阵 的 相 他 标准 形 


本 章 讨论 的 方 隆 4 ， 其 元 素 都 取 自 某 一 数 域 开 ， 今后 就 称 4 为 
数 域 K 上 的 方 阵 。 所 谓 数 域 K, 指 的 是 这 样 一 个 “代数 体系 ”: 它 包括 
一 个 由 数组 成 的 集合 ,以 及 定义 在 K 上 的 两 个 运算 ， 加 法 与 乘法 ， 
使 得 K 中 任意 两 个 数 的 和 、 差 (减法 作为 加 法 的 道 运算 ), 积 、 商 (分 
母 不 为 0 ， 除 法 作为 乘法 的 道 运算 ) 仍 是 天 中 的 数 。 例 如 ， 复 数 集 
《所 有 的 复数 ) 及 其 四 则 运算 〈 加 、 乘 及 其 道 运算 减 、 除 ) 可 称 为 复 
数 域 ， 实 数 集 〈 全 部 实数 ) 及 其 四 则 运算 可 称 为 实数 域 ， 有 理 数 集 
(有 理 数 全 体 ) 及 其 四 则 运算 可 称 为 有 理 数 域 ， 如 此 等 等 。 

第 五 章 讨论 的 方 阵 都 是 复数 域 上 的 方 阵 。 本 章 讨 论 任意 数 域 上 方 
阵 的 相似 标准 形 问 题 ， 故 相似 概念 应 拓 广 如 下 ; 

定义 设 A 与 都 是 数 域 扩 上 的 n 阶 阵 ， 如 果 存 在 K 上 的 n 阶 
阵 P, 使 P-!14P=B, 则 称 4 与 B 《在 K 上 ) 相似 ， 或 称 4 相似 于 B， 
以 记号 A4~B 记 之 。 

上 一 章 已 得 出 复方 阵 ( 即 复数 域 上 的 方 阵 ) 可 相似 于 一 个 上 三 角 阵 
《第 五 章 定理 6) ,本 章 主 要 解决 这 么 两 个 问题 ，(i) 任意 数 域 上 的 方 
疾 A 应 相似 于 何 种 简单 形状 的 方 阵 ? 〈 过 ) 复 方 阵 是 否 可 以 相似 于 《〈 比 
第 五 章 12》 式 ) 形状 更 为 简单 的 方 阵 ? 本 章 将 回答 这 两 个 问题 ， 
并 给 出 方 阵 的 相似 标准 形 及 其 应 用 。 


81 基本 概念 与 基本 结论 


本 章 的 基本 概念 是 ，%- 阵 4() (或 称 为 多 项 式 和 矩阵 ， 即 以 数 域 
K 上 的 多 项 式 fi(X) 为 元 素 的 矩阵 〉 的 相抵 以 及 与 此 相关 联 的 A(%) 的 
行列 式 因 子 与 不 变 因子 、A(%) 的 初等 因子 、4A(%) 的 初等 变换 。 
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和 ~ 阵 的 第 一 、 二 种 初等 变换 与 数字 和 矩阵 的 第 一 、 二 种 初等 变换 相 
同 ， 相 应 的 初等 阵 也 就 是 Pij, DiCc)(c 关 0)3 和 全- 阵 的 第 三 种 初等 变换 是 
以 多 项 式 g(A) 习 A(X) 的 某 一 行 ( 列 ) 加 到 4() 的 另 一 行 ( 列 ) 上 去 ， 
其 相应 的 初等 和- 阵 是 Ti(9())， 与 数字 阵 的 第 三 种 初等 变换 (初等 
阵 ) 不 同 的 仅 是 将 数 K 换 成 p(X) (人 参阅 第 一 章 83 第 一 段 )， 入 阵 的 初等 
变换 与 初等 )- 阵 间 仍然 成 立 “八字 规则 ”( 见 第 一 章 8 3)。 

此 外 ， 设 4(G) 与 BCX) 分 别 是 mxn 和 阵 ， 若 存在 下 阶 非 蜡 和 全 
阵 PO), n 阶 韭 异 生 阵 QW), 使 P(A)AC%)Q(%) = BGAD) ， 则 称 4(X) 
与 B() 相 抵 ， 以 4 () 兰 B(X) 记 之 。 所 谓 非 异 困 阵 ， 指 的 是 可 以 玫 
为 有 限 个 初等 汪 阵 之 积 的 和 ~ 阵 。 

本 章 的 核心 结论 是 下 面 的 定理 I。 

定理 1 A~B<>M-AM-B。 

这 样 一 来 ，4 与 如 的 相似 问题 转化 为 它们 的 特征 矩阵 XIT-A 与 
AI-B 的 相抵 问题 ， 而 后 者 有 更 多 的 回旋 余地 。 

实现 上 述 基 本 思想 的 关键 结论 是 下 面 的 定理 2。 

定理 2 设 A 是 数 域 K 上 的 n 阶 阵 ， 则 
1 


AIln~ A Vg) (1) 
dah) 
ao 
其 中 dr+1(%), dkp+2( 和 A),… dn《 入 ) 都 是 K 上 的 首 一 多 项 式 ( 即 首 项 系数 为 
1 的 多 项 式 ) ,并 且 : 


(iD qi( 和 A) dr()( 即 GO) 整除 GO) 7) 这 = 天 天 十 1 一 1o(2)》 
(iy (1) 式 右 端的 主 对 角 元 由 A 唯一 确定 ， 且 1,…,1, dt1.1(%)， 
“On (A) 就 是 Am 一 人 的 不 变 因 子 《组 )， 《今后 就 简称 为 A 的 不 变 因 
子 《 组 )), 其 中 dry.CA) 才 1，G4xi1(%),…,dn( 和 ) 称 为 A 的 非常 数 不 变 
因子 。 
(1) 式 右 端的 和- 阵 称 为 Ma~ A 的 法 式 。 
具体 解决 本 章 开 头 提 出 的 两 个 问题 的 基本 结论 是 下 述 四 个 定理 。 
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定理 3 4~B<->4 与 了 有 相同 的 行列 式 因子 ， 或 者 4 与 孔 有 
相同 的 不 变 因 子 (4 的 行列 式 因 子 指 的 说 是 Ma- 和 的 行列 式 因 子 〉。 

定理 4 A~B<>4 与 也 有 相同 的 初等 因子 (所谓 4 的 初等 因子 
指 的 就 是 XI+ ~ 和 4 的 初等 因子 。) 

由 定理 3 与 定理 4 可 分 别 推 得 定理 .5 和 定理 6。 

定理 5 数 域 K 上 任何 方 阵 必 可 相似 于 它 的 弗 罗 本 尼 乌 斯 标准 形 
F ( 详 见 本 章 $2。) . 

定理 6， 任何 复方 阵 〈 复 数 域 上 的 方 阵 ) 必 相 似 于 它 的 若 当 
(Jordan) 标 准 形 3( 见 $3。) | 

将 上 述 六 个 定理 串联 超 来 ， 可 列 成 下 表 


局 基本 思想 “实现 基本 思想 的 关键 结论 
定 理 1 定 理 2 
| 

定 理 3 ->| 定理 5 (得 标准 形 F) 
| 4 
定 理 4 上 > 定理 6 (得 标准 形 了 了 ) 


$2 ” 弗 罗 本 尼 乌 斯 标准 形 及 其 应 用 


一 、 弗 罗 本 尼 乌 斯 标准 形 
设 1，…9 工 Cr ) 头 1， dx+2 (NM), 二 dn(\) 是 n 阶 阵 A 的 不 变 因 
子 ， 并 设 
diiA) 一 Ari 十 Girz 1 十 0 +air:$ i=1,2,° nk, 《3) 


(由 《2) 式 可 知 ，ms<n<…<rm-e 加 ni=n) 作 阶 弗 罗 本 尼 乌 斯 
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阵 00…0 一 Qiri 
10.%0 ari-! 
Fi = 0 1…0 ~ diri-2 ;i=1,2,. nN —Kk (4) 


00… 工 一 Qi 
称 i 为 dzri(%) 的 友 阵 ， 也 称 记 为 弗 罗 本 尼 乌 斯 块 。 
定义 称 84-k 阶 分 其 对 角 阵 〈 它 也 是 m 阶 数 字 阵 ) 。 


了 
"-( “ ) 
“Fay 


为 4 的 (在 K 上 的 ) 则 罗 本 尼 乌 斯 标准 形 ， 或 称 了 为 4 的 有 理 标准 
形 。 

由 于 和 -4 的 法 式 总 可 由 Xi- A 经 过 其 元 素 的 加 、 减 、 乘 、 除 
(只 能 以 非 零 数 除 之 ) 的 运算 而 得 出 《这 亦 是 有 理 标准 形 取 名 的 由 
来 ) ， 故 对 任何 4， 必 能 求 得 F。 

例 1 求 3 阶 阵 4 在 有 理 数 域 上 的 弗 罗 本 尼 乌 斯 标准 形 ， 其 中 


0 1-1 
A=| 3-20 
-1 1~1 


解 用 入 - 阵 的 初等 变换 ， 可 求 出 M4 的 法 式 为 : 


1 0 0 1 0 0 
(Ms~ A)SI01 0 =[01 0 
00(-1I)(O 二 4 十 2) 0 0M+ 3 ~ 2A—2 


故 4 的 不 变 因子 是 1,1, 和 + 3 和 :一 2% 一 2, 于 是 和 的 弗 罗 本 尼 乌 斯 标准 


形 由 一 个 块 组 成 
00 2 
el | 
01-3 


今 证 定理 5。 对 任 一 i,1<i<<n ,容易 算得 ,Fi 的 第 rn 个 行列 式 因 
子 D CD = IN; 一 Fi| =diwi(%)o 又 Fi 的 第 ri 一 1 个 行列 式 因 子 必 是 1， 
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这 是 因为 Mri- Fi 有 如 下 r+-1 阶 子 式 : 


-1 和 
-1 A #* 
一 工 “ . =( 一 1Ori 2s 
ee 入 
-1 


而 D,;-:()) 是 Mri -局 的 所 有 rm- 1 阶 子 式 的 最 高 公 因 式 ， 今 已 有 一 
个 1 一 1 阶 子 式 是 (1)r;"!， 而 Dr;_,(%) 是 首 一 多 项 式 ， 故 它 只 能 
是 1. 又 因 Pi |Dir1C%)， 故 碧 的 前 7i~ 1 个 行列 式 因子 必须 全 是 1， 
所 以 X-Fi( 即 ) 的 不 变 因子 是 12515d7 Cy b=1,25sn 一 kk 
故 由 定理 1， | 
1 
Mi; — Pi » 5 i=1,2,°%… 1 — ks, 
1 
dpriC) 
由 上 列 诸 式 可 知 ， 


NT - Pi 
和 有 一 五 三 二 
和 JI7 ui — Fnk 


1 四 
1 1 
kr 和) “ 1 


“1 


侈 


det) 
1 d(N) 
dn(N\) 
这 说 明 1,…*1sGksi() dr(A) 也 是 的 不 变 因子 ， 故 由 定理 3， 
~ 也, 定理 5 证 毕 。 
例 2 由 例 1 及 定理 5 知 ， 
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二 、 弗 罗 本 尼 乌 斯 标准 形 的 应 用 

A~F 的 作用 是 , 将 4 (在 相似 意义 下 ) 经 隆 阶 后 处 理 有 关 和 的 间 
题 。 当 4 相似 于 分 块 对 角 阵 下 后 ,由 于 每 一 Fi 的 阶 数 比 4 的 阶 低 ( 除 
非 n~k=1), 且 Fi 具有 良好 的 性 质 (在 第 一 章 中 已 可 略 筑 其 一 、 二 )， 
例如 Fi 的 特征 多 项 式 展开 式 中 的 i-* 的 系数 就 是 Fi 的 最 后 一 列 的 
第 ri-k+1 行 的 元 素 取 负 号 ( 因 | 和 My -Fi| = 和 ri 二 GTi 1 十 十 
airi-A+apri)， 故 五 的 行列 式 、Fi 的 非 异 性 等 都 是 容易 看 出 的 ， 又 
如 Pi 的 筹 .Fi 的 逆 〈 当 Fi 非 异 时 也 容易 求 得 ， 如 此 等 等 。 正 因为 
Fi 具有 如 此 良好 的 性 质 ， 故 用 Fi 作为 “过滤?”， 从 而 达到 解决 方 阵 
A 本 身 问 题 的 目的 ， 就 显得 自然 而 必要 了 。 作 为 矩阵 六 大 方法 之 一 ， 
运用 各 种 标准 形 的 方法 ， 正 是 基于 这 种 想法 提出 来 的 ， 今 先 用 这 一 想 
法 一 通过 F 作 过 滤 ， 来 证 明 著 名 的 ; 

弗 罗 本 尼 乌 斯 定理 ” 设 4 是 数 域 扩 上 的 n 阶 阵 , fC%) = |Na- 4| 
与 m(%) 分 别 是 和 4 的 特征 多 项 式 与 最 小 多 项 式 ， 则 


GD mW) =dW)(= 后 ) (5) 
天 ~ 1 


于 是 4 的 最 后 一 个 不 变 因子 du(X) 就 是 4 的 最 小 多 项 式 。 
(六 ) 7) 《〈 在 关上 )》 的 任 一 不 可 约 因 式 都 是 m(X) 的 因 式 。 
证 先 证 (i), 由 定理 5， 


F, 
A~F= Pa 
Fn_k 


因为 相似 矩阵 有 相同 的 最 小 多 项 式 。 故 的 最 小 多 项 式 也 是 mC 入 ), 又 
的 最 小 多 项 式 m(%) 就 是 Fi、Fs、…、Fr_x 的 最 小 多 项 式 mC 和 ) ,ms(%) 
Mn-k《 和 ) 的 最 小 公信 式 ， 今 求 mi:( 和 A); i=1,2,…sn~k， 在 第 一 瘟 
$4 例 8 中 已 证 ， 不 存在 小 于 产 的 s，, 使 

bsF: + bs_ FITl+... +bFi+bl,=0 
(Cbs,»*- ,bo 不 全 为 0) ,换言之 ,只 能 是 ,miC%) = [Ny, 一 Fil， 但 | 和 ATr， —Fil 
= nvi(A), 战 ti(A) 二 dvi( 和 A)5i=1,2,…,n 一 k， 又 因 diwi( 和 ) 整除 dsris1 
CO), 故 I01CA) ,mCN),-… ,nar(N) 的 最 小 公信 式 ， 吧 dty1(X) ,dr;s(%)。 
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…,dn( 入 ) 的 最 小 公 倍 式 只 能 是 da(%)。 因 此 mCN) = dn(%)。 


DN) _ JAA] fC 
又 因 员 0) = 了 CD ”DoiGh) ”Dn_i(X) 故 得 (5) 式 。 


再 证 (ii)。 设 fKX) (在 K 上》 的 标准 分 解 式 是 ， 
: f(A) = p1(M) "pCN) Tps (A) Ts o (6) 
其 中 pi(%) 都 是 《对 下 的 ) 不 可 约 多 项 式 〈 即 pi:(\) 不 能 分 解 为 K 上 
的 两 个 次 数 比 pi(%) 次 数 低 的 多 项 式 ) ， 但 由 (1) 式 ， 
CD) = [Mn ~ Al=dr,1 C0) .dn(N) (7) 
(因由 |PO)|IAMN:- AllQO) | = GD)…do()， 以 及 | Am- Al ,di(\) 
均 为 首 一 多 项 式 ， 故 |P()| .18C 和 A)| =K( 一 个 数 ) =1。) 由 (6) 与 (7) 
式 ,Pi( 和 ) 至 少 要 整除 某 一 和 st)， 但 di) |dn(%) 所 以 Pi( 和 | dr()， 
再 由 人 知 ，Pi(A) mCN) ;i=1,2,*…… ,So 
由 弗 罗 本 尼 乌 斯 定理 显然 可 得 下 面 三 个 有 用 推论 。 
推论 1 | 和 XI- 4| = m(A)<>Do (7)= 1。 
”推论 2 4 的 任 一 特征 值 必 是 mm(X) 的 复 根 。 
这 是 因为 ，f() 复数 域 上 的 不 可 约 因 式 必 是 一 次 式 ， 和 一 各， 由 弗 
罗 本 尼 乌 斯 定理 的 (ii)，( 人 -ja) |m()， 故 my) =03i= 1 2， sho 
推论 2 可 将 | 和 M4- A| 与 ml) 在 复数 域 上 的 分 解 式 清楚 地 表 达 
出 来 ， 即 车 


10) = IM Al= ADO hn) rn (8) 


则 
mh) = CN MDC he) A As)ts (9) 
并 且 ni 守 th (由 (i)》, ti 之 1 (由 (ii) ) 
”” (8) 式 与 (9) 式 对 讨论 特征 多 项 式 与 最 小 多 项 式 的 关系 是 有 帮 
助 的 。 
推论 如 果 n 阶 阵 4 的 n 个 特征 值 全 不 相同 ， 则 4 的 特征 多 项 
式 与 最 小 多 项 式 必 相等 。 


例 3 设 n 阶 阵 和 4 有 2 个 不 同 的 特征 信 : 和 = 一 + 入 一 3. =o， 
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o#s， 且 4 的 最 小 多 项 式 的 次 数 是 2， 证 明 I,+4 是 韭 异 阵 ， 并 求 
(Tn 十 4)-'。 

证 由 假设 及 弗 罗 本 尼 乌 斯 定理 的 (i)，m(%) = (Nh-0)(N- 0:) 
= 和 + 和 +1， 于 是 0=m(A4) = A?+A+ 了 也 即 (I+ 和 4)(-A4A)=I:， 所 
以 Ix:+A 和 4 非 异 ， 且 (In+ 4)"1= 一 A。 

给 定 4 后 ， 弗 罗 本 尼 乌 斯 标准 形 F 总 可 求 出 ， 再 加 .上 的 性 质 
良好 ,因此 用 它 解决 一 些 复杂 的 矩阵 问题 ， 常 是 有 效 的 。 为 节省 篇 幅 ， 
我 们 仅 再 举 一 例 。 

例 4 设 n 阶 阵 和 4 在 数 域 K 上 〉 的 不 变 因 子 是 1,1,…,1，f(%) 
= | 和 1- 41, 且 4B= BA, 证 明 ，B=g(4), 此 处 gBO) 是 ( 开 上 的 ) 一 
个 nh-1 次 多 项 式 。 

证 由 定理 5， 存 在 非 异 阵 P, 使 P"1AP=F(=F,)。 记 P71BP 
=B,, 由 假设 AB= BA, 即 得 FB, = BJF。 再 应 用 第 一 章 〈28) 式 可 得 ; 

Di= Di(eiye，…sen) =Bi(esPe, ,Fe,) 

= (BieisBiFe,..., BiF"-'e,) = (BieyF (Be), .PF"1(Be)), 


设 Biel= (bbb sp)， 则 Bie1= 习 breis 于 是 上 式 化 为 ， 
三 $1 biei, 1 bies ) ,2s -1 > pies 
[Sve PBbe),, Pr Soe)] 
三 Dbiles, Pes, Fr-!€i) 


= >b (FPi~ie,, Fi~iFe,,.. ,Fi-IFn-lei? 


三 DRFI(elyess oem) 


a 
oo 


= DbF FI =g(RF)， 
其 中 ，g(%) = 习 bX-:, 故 得 


B=PBP-:=Pg(F)P-1=g(PFP-1) = g(A) 
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835 车 当 标 准 形 的 应 用 


设 Nt 和 :是 阶 复 阵 A 的 所 有 不 同 的 特征 值 ，A 的 所 有 的 
初等 因子 〈 即 Xm -4 的 初等 因子 ) 为 ， 

FFD, NANA, os, HA Mh), Nh) 
CA Ao) ss CNAs ,AAs ,NAD ee 对 任 一 初等 因 
子 一 9) 1 相应 的 车 当 抉 《lni 阶 阵 》 记 为 ， 


» 
和 

| 

| 

| 


Je (Mi) = Aj ; Kk=1,2,.,8; =1 2 st (10) 


又 记 


J (Mj) 
《人 ， 了 了 
J(OJ) = Tar 2 Sj=n (11) 
| Jis} 1 (Mj) 


J 1) 
A~J= 70%) 


称 7 为 4 的 若 当 标准 形 。 

运用 标准 形 的 方法 ， 除 了 用 弗 罗 本 尼 乌 斯 标准 形 作 “过 渡 ” 外 ， 
也 常用 若 当 标 准 形 “ 过 渡 ”。 若 当 标 准 形 在 “和 托 阵 方程 论 ” 、“ 扼 阵 画 
数论 ”、“ 和 矩阵 分 解 论 ” 以 及 其 他 矩阵 问题 中 都 有 它 的 应 用 ， 本 节 举 
两 例 说 明之 ， 其 他 应 用 可 参见 有 关 的 习题 。 

例 1 〈 伏 斯 ) 〈Voss) 数 域 上 的 任何 方 阵 必 可 分 解 为 两 个 复 
对 称 阵 的 乘积 ， 且 其 中 至 少 有 一 个 是 非 异 阵 。 

所 谓 复 对 称 阵 S， 指 的 是 满足 S=S’ 的 复方 阵 。 

证 因为 4 可 看 作 复 数 域 上 的 方 阵 ， 故 由 《〈12) 式 可 得 ， 
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则 由 定理 6 


， i= (12) 
J( 和 At) 


J( 和 1) 
A=P 70) P-!= PIP-! 《13) 
TCD) 


又 因为 分 块 对 角 阵 了 Cj) 中 的 每 一 个 若 当 块 rj( 和 ) 必 可 分 解 为 下 面 两 
个 复 对 称 阵 的 乘积 ， 
A; 1 1 A 


A 1 1 Xi . 1 (1) (2) 
JHCN)》 = …. = 1. = QxriQri 
, ] 


Ny 和 


且 @P= (enyen.,，…se1) 是 非 异 阵 《 上 述 分 解 式 用 了 标准 单位 向 量 的 
性 质 ), 故 了 可 分 解 为 两 个 复 对 称 阵 的 乘积 ， 


Qs . eb 
Qu 08 


04p | 0 


且 @: 是 非 异 阵 ， 于 是 由 〈13) 式 ， 4 可 分 解 为 下 面 两 个 复 对 称 阵 的 


乘积 ， 一 
4=PJP-:= (POP')F(P-:)7@:P-5 


且 (P-5/0P-: 是 非 异 隆 。 
例 2 设 入 ,和 ,…,h: 是 坟 阶 复 阵 的 所 有 不 同 的 特征 值 , 则 A 相似 
于 对 角 阵 的 充 要 条 件 是 ，rChils 一 4) = 虑 (NA)53 i=1,2,… st 其 
中 r(B) 表 示 和 矩阵 了 的 秩 。 
证 “必要 性 。 若 A 相似 于 对 角 阵 : 


nk . 
p-iAP=| Nb, 
\ : ， 


\ Nel 
则 对 任何 i，1<i<t, 恒 有 
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P-I(Niim- 4)P 
(Ci 入 DT， 
(7 
人 -srDTnrea， 
“(AM) Tn, 
Pi(Nl, ~ A)2P 
Chi ~ A 
. Ni— M1) ns 
(A~ Nir1) ls + 
Ch N21 
因为 入 关 和 i(j 关 让 ,于 是 . 
rNiln— A)=rLP TIO oA)PI=n + thic Thirnnt tht 
rLCOiD A)’] =r[LP"1OT, — A):P]= hi+ 二 hii+hirvit+ .+ Ht 
所 以 rChiln A)=rECOiln ~ A)’J3 i=1,2,° 
充分 性 。 只 要 证 , 当 条 件 满足 时 ,4 的 下 沿革 当中 二 1 阶 阵 即 可 。 
用 反 证 法 ， 著 有 某 一 若 当 块 iy6)) 的 阶 数 全 之 1;1 志 Kk&8j， 1<i<! 


则 因 
0 1 
0 | 
Nhs ~ Jiri CN) = “1. 
: 
0 0 1 
0 0. 1 
CA 一 TECN 了 = “, … | 
. “ 
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4 


故 得 "NTr 一 Jr ji CN) ) = 四 一 1 CCAjliss — irs (Ni) = ri 2, 所 以 
rNjlres 一 Ji CNiD)) >r (Nl ; -J 1h))? (14) 
又 由 (1》 式 知 ， 


rNilnj 一 了 (Ai) ) = Sr i— J1:; (Nj;)) 


rl 70 = Er Nl Ts 0))’) 


但 是 rT ys - Ji(N)) Sr ON Ji CN))), i=1,2, .81s tj 
故 由 上 两 式 及 (14) 式 即 得 

rNjln; — TA)) CC — TN )) 
又 由 《〈12) 式 知 ， 


ri A =r Oj = PrN TN)) 
i=1 


r(Cla -4)2) =rC Ns 一 7)2) = 2 rCCOAipn ;一 Ji))27 


而 rl -~ Ja))E7CCOMNTn， TCD ) 导 =1,2,…st;i 关 j, 故 由 上 两 式 
及 (15) 式 即 得 ， 

rNjla 4) rNIs 4)2) 
这 与 假设 条 件 ，r(Mz- 4) =r(CNjln ~ A)’); j=1,2,…st, 相 矛盾 。 故 
若 当 块 全 是 1 阶 阵 ， 即 4 相似 于 对 角 阵 。 


习 题 


1. 设 和 4 与 BB 是 数 域 K 上 的 n 阶 方 阵 , 证 明 ，XI,- 和 与 MB 相 
托 的 充 要 条 件 是 ，A=PQ,B= QP。 其 中 了 与 8 都 是 K 上 nn 阶 阵 ， 且 
它们 中 至 少 有 一 个 非 异 。 | 

(提示 ; 由 定理 1， 由 和 ~ 和 与 Ms-B 相抵 得 P-iAP=B, 令 P-1A= 

Q 即 可 ， 充 分 性 是 显然 的 。》 

2. 设 41,4,,B1、B, 都 是 数 域 K 上 的 n 阶 阵 , 目 4, 与 4, 都 非 异 ， 
证 明 ， 和 A, -~ B, 与 X4:- 了 相抵 的 充 要 条 件 是 ， 存 在 Kn 阶 非 异 阵 
P 与 8, 使 ,PA,Q= 4,,PB,Q= 8B,。 
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3. 求 秩 为 1 的 n 阶 阵 4 的 第 ma- II 个 行列 式 因子 ， 并 求 xm- 4 
的 法 式 。 此 处 n 宇 2。 
4. 证 明 A4~A4/， 其 中 4 是 数 域 K 上 的 方 阵 。 
人 直接 应 用 条 ~ 4 的 法 式 以 及 定理 1。) 
. 设 4= (aij)axs 是 对 合 阵 , 且 |4| =1， 又 设 A 是 05 的 代数 余 
子 式 证明 


oereooror enoseeetess 


Any An * Anm 
6. 证 明 下 列 n 阶 阵 和 4 与 B 相似 : 
0 1 \ /0 1 
0 1 0 1 
A= 0 ， B= 0 . 
‘01 ‘ol 
| 0 \ 0 


提示: 先 证 4 与 B 的 行列 式 因子 相同 , 易 知 4 的 n 一 1 阶 行列 式 因子 
是 1。 今 到 NI 一 B 的 两 个 特殊 的 一 1 阶 子 式 : 一 是 它 的 一 1 阶 上 顺 序 
主子 式 ， 一 是 它 的 第 # 行 第 1 列 元 素 的 余子 式 ， 然 后 证 这 两 个 子 式 没 
有 任何 公 因 式 。) 

7. 设 n 阶 阵 和 4 的 特征 多 项 式 是 (~1)"， 证明， 对 任 一 适合 
2 委 1<7 的 1， 人 4 一 4。 
《提示 ; 应 用 车 当 标准 形 ， 关 仿照 题 6 的 证 明 思路 

8. 求 秩 为 1 的 n 阶 阵 4 的 车 当 标 准 形 。 

9. 设 和 是 n 阶 阵 和 4 的 k 重 特征 值 ， 则 7CChl -A)*) =n 一 k。 

10. 证 明 ， 方 阵 4 相似 于 对 角 阵 的 充 要 条 件 是 ， 它 的 初等 因子 
都 是 一 次 式 。 

11. 证 明 ， 方 阵 和 4 相似 于 对 角 阵 的 充 要 条 件 是 ， 它 的 最 小 风 项 
式 无 重 根 。 ““ 
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《提示 :应 用 弗 罗 本 尼 乌 斯 定理 以 及 若 当 标 准 形 。) 
12. 设 A4、 B.C 分别 是 tr 阶 阵 n 阶 阵 , 与 mxn 阵 ,证 明 ， 和 矩阵 方 

程 4X+XB'=C 有 了 唯一 解 的 充 要 条 件 是 ;入 + 了 03i=1,2,*…,m;j = 
1,2,…sne 其 中 hs, 和 h，…sAm 是 4 的 特征 值 ，k15ks，…s4n 是 B 的 特征 
值 。 

(提示 分 别 将 4 与 B 化 为 它 的 车 当 标 准 形 ， 然后 将 了 的 若 当 似 的 
每 一 列 写 成 标准 单位 向 量 的 线性 组 合 ， 再 将 未 知 阵 按 它 的 列 分 块 即 
可 。) 
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第 七 章 方 阵 的 正 交 相似 与 西 相似 


定义 设 4 与 了 都 是 复方 阵 ， 若 存在 西 阵 Q ( 即 8'=Q8"1), 使 
20'40@= 8-149=B, 则 称 4 与 B 西 相似 ， 或 称 A 丁 相 似 于 B。 当 人 与 
B 均 是 实 阵 ，8 是 正 交 阵 (Q@'= 8 0 ,此 时 车 87148 = 8’'48 =B， 则 称 
4 与 8 正 交 相似 ， 或 称 A 正 交 相似 于 B。 

无 论 从 理论 上 还 是 从 应 用 上 来 说 ， 方 阵 的 正 交 《 西 》 相 似 比 之 方 
阵 的 〈 通 常 ) 相似 用 得 更 多 。 本 章 将 介绍 方 阵 正 交 相似 与 再 相 似 的 初 
步 内 容 以 及 它们 的 若 于 应 用 。 

本 童 内容 所 用 的 基本 方法 是 $1 介绍 的 镜 象 变换 法 (或 日 镜 象 阵 方 
法 )。 


$1 镜 象 阵 


一 、 镜 象 阵 的 概念 

镜 象 阵 ， 也 称 初等 反射 阵 ， 或 镜面 反射 阵 。 这 -- 概 念 是 由 物体 在 
平面 镜 中 成 象 的 一 些 简 单 物理 性 质 发 展 而 来 的 。 在 通常 的 三 维 儿 何 空 
间 中 ， 任 一 点 S$ (向 量 4) 对 过 原点 O 的 平面 (镜面 ) 的 象 是 镜面 下 
的 一 点 S' (向 量 8), 根 据 成 象 的 物理 意义 ， 有 如 下 性 质 ， 

(i) & 与 B 的 长 度 相等 ， 即 (ora)Y: = CBB) 与 B 都 是 三 维 列 
向 量 ) 。 

(ii) 点 8' 在 由 过 S 而 与 谱 平面 垂直 的 直 绥 上， 对 该 平面 来 说 ， 
S 与 S' 具有 对 称 的 位 置 ， 即 8 可 以 看 作 S' 的 镜 象 ， 由 原点 O 作 该 平 
面 的 单位 法 向 量 二 〈 即 ww=1), 设 其 端点 为 2， 则 O02Z 平行 于 SS;， 
所 以 

B-a=ku=wuk (k 为 实数 ) (1) 

今 求 k; 在 (1) 式 的 两 边 左 乘 忆 , 则 得 
“»,148.. 


MB 一 a) = (PLD)K = 天 (2) 
又 因为 +B 位 于 该 平面 上 ， 所 以 
u’(u+B)=0 : (3) 
(3) 式 减 去 (2) 式 即 得 k= -~ 2 把 它 代入 《1) 的 最 后 一 个 等 式 中 得 
到 ， 8- = ~-2uu/a, 于 是 
B= (1 -2uu a (4) 
故 & 与 它 的 〈( 镜 ) 象 B 可 以 通过 《4) 式 中 的 方 阵 kg- 2uu’ 联系 起 来 ， 
因此 ， 称 1 ~2uu’ 为 3 阶 实 镜 象 阵 。 一 般 地 ， 可 引进 下 列 定义 ， 
定义 设 忆 是 n 维 实 的 单位 列 向 量 ，( 即 w=1), 则 称 H=1~ 
2uu/ 为 (n 阶 ) 实 镜 象 阵 ， 而 对 维 复 的 单位 列 向 量 如 ( 即 ww=1), 则 
称 天 = 了 -20 为 (人 阶 ) 复 镜 象 阵 。 


命题 1， 如 果 瑟 是 阶 实 镑 象 阵 ， 则 (7 全 ) 也 是 实 镜 象 隆 。 
证 因为 互 = 五 -2 而 & 人 =1, 所 以 


Tm 0 Tm Tn0 00 
(5 =(! 1 gu 小 = (5 2)-2 dd) 
= Tm — 2 (0) 0,u) 


而 (显然 是 m+n 维 单位 列 向 量 ， 故 (名 ) 是 (m+n 阶 ) 实 镜 象 阵 。 


如 把 命题 1 中 的 瑟 换 成 复 镜 象 阵 K, 则 相应 的 结论 仍然 成 立 。 
命题 2 H 是 正 交 、 对 称 阵 ,K 既是 自 共 轿 阵 ,( 即 KY = K) ， 又 是 西 
阵 〈 即 天 = KK-1)。 
命题 3 |H|=-1， IK|= ~1。 
命题 2 ”是 明显 的 ， 命 题 3 由 行列 式 的 第 二 降 阶 定理 即 马 可 证 得 
( 见 第 二 章 8 5。) 
二 、 基 本 定理 
三 维 几 何 空 s 间 中 任意 两 个 长 度 相等 的 向 量 a 与 B， 可 以 看 作 过 原 
点 而 其 端点 分 别 在 S 与 8' 的 两 个 向 量 ， 作 过 原点 而 垂 直 于 S57 的 二 
等 分 线 的 平面 ， 则 B 可 看 作 a 的 镜 象 ， 且 由 上 一 段 的 讨论 可 知 ， 存 在 
2 阶 实 镜 象 阵 五 ， 把 @“ 变 成 ”B, 即 He =8。 而 由 命 感 2 可 得 ，BB = 
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x， 亦 即 & 可 看 作 B 的 镜 象 。 对 于 “长 度 ” 相 等 的 两 个 nh 维 复 ( 实 ) 
列 向 量 & 与 8 是否 也 存在 n 阶 复 ( 实 )》 镜 象 阵 理 , 使 Ha=8B 呢 ? 为 回 
答 这 一 问题 ， 需 要 先 引 进 n 维 列 向 量 a 的 长 度 的 概念 。 
定义 ” 设 Q 是 n 维 复 列 向 量 ， 称 jej=V Wa 为 0 的 长 度 。 
当 & 是 实 向 量 时 ， 则 je = Ce/@)W。 今 证 镜 象 阵 理论 中 的 基本 定 
理 ， 
定理 1. 设 a,B 是 两 个 n 维 复 列 向 量 ，o 关 B， 如 果 o'B 是 实数 , 则 
_ 必 存 在 疡 阶 复 镜 象 阵 开 ,使 Ka = 


证 ” 作 单 位 向 量 
. -8B 
”和 6 
则 
B-a= -ule—8l (5) 
但 是 
la~Bl= (Co-B)’ (a-B)=a0a+ BB- Ba oa’B (6) 


由 假设 ， w/a = BB, B= (Ca )= B'o; 故 (6) 式 可 与 成 


la- Bl =2 (8-8B)/e 
亦 即 


le-8l-= (6 ja= 2 


把 上 式 代入 〈5》 ， 即 得 
B= (~ 2KE7 DJ)Q = Ke 

例 1. 设 *=(1-wW-IT:I+wV-1l)， B= (VV 2， M2)', 求 2 
阶 复 镜 象 阵 攻 ,使 Ka =8。 | 

解 ”因为 jal= |8j=2, 并 且 

aB= C+V-TIV2 + VT V2 =2V2 
是 实数 。 故 符合 定理 1 的 条 件 。 作 单位 向 量 
Q 一 有 


t= = 


le~8l 
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7 -(l-MV2-V-l V2 )7 


于 是 
10 
K=1,-2uu=( 0 1)- 
2+VE 2—-M2 9 D0 
2 MG-wV2G+NET) 2-V3 


0 V2 -v7 


2 (1+V-1) 0 
容易 验证 ，Ke = 罗 


当 o 与 8 是 实 向 量 , 则 条 件 wp 自然 被 满足 ， 故 得 

定理 2. 设 & 与 6 是 不 同 的 n 维 实 列 向 量 ， 如 果 lo| = 181， 则 必 
存在 x 阶 实 镜 象 阵 蔬 使 Ha=B。 

三 、 任 意 方 阵 的 QR 分 解 

定理 3， 设 4 是 任意 阶 实 阵 ， 则 必 有 分 解 式 : 


A=OR (7) 
其 中 8 为 正 交 阵 ，R 为 主 对 角 元 全 是 非 负 数 的 三 角 阵 ， 称 〈7)》 式 为 
A 的 QR 分 解 。 
证 把 4 按 它 的 列 分 块 
Ql G2 … 0 
A Qo1 Qs (on = (sss 0) 


和 Carl Uno eee (nn 


当 n=1 时 ， 因 为 
ai = fe 当 an>>0 
(一 1)(-a4u)，。 当 a<0 


故 定理 对 n=1 是 成 立 的 ， 设 定理 对 n- 1 成立 今 证 定理 对 nn 也 成 
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立 。 
(i) 如 果 ws = 0, 则 


4=(? 2 ) 


其 中 4 是 -1L 阶 阵 ， 故 由 归纳 法 假设 
A, = QR, 
其 中 8 是 n 一 1 阶 正 交 阵 ，R, 是 上 三 角 阵 ， 且 它 的 主 对 角 元 全 是 非 


负数， 于 是 
4-(0 A)-(o oNo ER)-OR 


0-(0 2) R=(0 R) 
分 别 是 正 交 阵 与 主 对 角 元 都 是 非 负数 的 上 三 角 阵 。 
(站) 当 天 0， 则 令 
Bi = (| 0，…y0) 
显然 B= lel， 故 由 定理 2， 存 在 实 镜 象 阵 是 ,使 Hae,=Bi, 所 以 
HA= (HisEas Han) = (BisHes,., Hon) = (Nl #) (8) 


且 as>0,，A1 是 n-1 阶 阵 ， 由 归纳 法 假设 A1=QRi, 其 中 Qi 与 
Ri 分 别 是 n-1 阶 正 交 阵 与 主 对 角 元 全 是 非 负数 的 上 三 角 阵 。 又 因 
H-1= HH (命题 2》， 于 是 ， 《8) 式 化 为 


-a Sa) SP! Oo 


9 一 a( 0 0) R 一 ((% | 站) 
分 别 是 正 交 阵 与 主 对 角 元 全 是 非 负数 的 上 三 角 阵 。 
不 难看 出 ， 定 理 3 的 证 明 是 构造 性 的 。 
当 4 是 非 异 阵 时 ，A4 的 CR 分 解 中 的 R 显然 也 是 非 异 阵 , 故 得 
推论 1 设 人 4 是非 蜡 降 ， 则 A= OR， 而 @ 是 正 交 阵 ，R 是 主 对 
角 元 全 是 正 数 的 上 三 角 阵 ， 并 且 这 种 分 解 是 唯一 的 。 
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易 知 


易 知 


证 本 推论 的 第 一 部 分 已 显然 可 得 。 今 证 分 解 的 唯一 性 ， 设 
4=OR=CIR， (9) 
是 和 4 的 任意 两 种 OR 分 解 ， 其 中 8、 9; 都 是 正 交 阵 ，R、R 是 主 对 角 
元 全 大 于 零 的 ( 非 异 ) 上 三 角 阵 ， 于 是 《9〉 式 可 改写 为 ， 
QT7:Q=RIR-! (10) 
由 于 8710 仍 是 正 交 阵 ， 故 RR-! 是 正 交 阵 ， 也 是 主 对 角 元 全 大 于 零 
的 上 三 角 阵 ， 而 正 交 的 上 三 角 阵 只 能 是 对 角 阵 ， 且 其 主 对 角 元 是 1 或 
-1 (这 是 容易 证 明 的 )， 但 RiR-: 的 主 对 角 元 全 是 正 数 ， 故 RiR-: 只 
能 是 单位 阵 ，RIR-!=In， 故 R=R，、 再 由 (10) 式 ， 又 得 @=Qi。 
推论 2 任何 正 交 阵 A 必 可 分 解 为 有 限 个 实 镜 象 阵 的 乘积 。 
证 ， 由 定理 3 的 证 明 过 程 容易 看 出 ， 必 存在 有 限 个 实 镜 象 阵 Hi、 
H,、…、Hs(s<<n) 使 
je 


lo| 


Hs."H,HA= =R (11) 


jal 
此 处 R 是 主 对 角 元 全 大 于 零 的 上 三 角 阵 。 
由 假设 4 是 正 交 阵 ， 由 日:… 理 ,Hi 仍 是 正 交 阵 ， 故 由 《〈11) 式 ， 
R 是 正 交 的 上 三 角 阵 ， 且 其 主 对 角 元 全 是 正 数 ， 于 是 由 推论 1 证 明 中 
的 说 明 可 知 尺 = mm， 所 以 〈11) 式 化 为 
Hs..£H,HIA=1, 
由 五 =， ii=1, 2 os 即 知 
A=HH,...H, 
因为 有 限 个 实 镜 象 阵 的 乘积 自然 是 正 交 阵 ， 这 个 结论 与 推论 2 合 
并 ， 即 得 
推论 3 A 是 正 交 阵 的 充 要 条 件 是 它 可 分 解 为 有 限 个 实 镜 象 阵 的 
乘积 。 
由 于 镜 象 阵 有 良好 的 性 质 ， 且 容易 找到 ， 故 由 推论 3 可 知 ， 要 找 
满足 某 种 条 件 的 正 交 阵 ， 只 疲 找 满足 某 种 要 求 的 有 限 个 实 镜 象 阵 就 可 
以 了 。 以 下 将 会 反复 运用 这 一 有 用 的 想法 。 
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定理 4 任何 复方 降 4A 必 可 分 解 为 一 个 西 阵 吕 与 一 个 上 三 角 阵 
R 的 乘积 
. A=UR (12) 
证 把 4 按 它 的 列 分 块 ， 
it Ci din 
Qo G2zs “°° Opn 
| oe = (10 ,°° 01) 
Qny dng ore Cnn 
(1) 如果 a 去 0， 把 复数 a,， 写成 ， 
ai=a+bwV -1 = jcalev=r(asbl 是 实数 ) 
此 处 la =wai+ 玉 是 ci 的 长 度 91 是 a 的 幅 角 ， 即 cospi= 
Ci 
Bi= (cillev-19 0 0)7 
此 处 
ev-184 = cos0+T /一 1 sinb 
则 lol= B41， 并 且 
Bi = lanl eal 


是 实数 ， 故 由 定理 1， 必 存在 复 镜 象 阵 六， 使 六 ci =B1， 于 是 
KIA= (Bi, Kg,, ,Ki0n) = (ie 4) | 
至 此 ， 以 下 的 证 明 与 实 方 阵 的 证 明 相 同 ， 故 不 再 重复 。 


(2〉 如 果 an=0， 则 取 
Bi= Col,0,..,0) 


这 时 ，joj|| = 1p,j， 并 且 画 B, = 0 《自然 是 实数 )》， 所 以 同 GD, 可 找到 
复 镜 象 阵 Mi， 使 
MA= (lol) 
于 是 用 归纳 法 ， 即 可 证 得 本 定理 。 
称 《12) 式 为 4 的 UR 分解 。 
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$2” 实 对 称 阵 正 交 相 似 的 标准 形 
定理 5 设 和 4 是 实 对 称 阵 ， 则 必 可 找到 正 交 阵 8,， 使 


ono-| ) (13) 
证 取 A 的 属于 入 的 一 个 特征 向 量 w， 则 
4ai = 和 io - 《4 
由 于 a 关 0, 于 是 (14》 式 可 改写 为 ， 
G1 一 0 
和 Te 95) 
对 列 向 量 -6 和- 与 = 《1,0,…s0) ,由 定理 2 可 找到 实 镜 象 阵 了 
使 
Ci 
96) 


把 (15》 式 两 边 左 乘 Hi( = Hi)， 并 改写 成 
4 Ql = 1 0 _ 
CH ANY (全 站 MG 


由 《16)》 式 即 得 
(H'AH')e, =NMe! 
故 
HAH,=(% 太 (17) 

由 于 =A'， 故 HH,AH,= (HAHW)'， 即 《17) 式 右 端 仍 是 实 对 称 阵 ，， 
故 洲 =0,4= 4 ， 即 4 是 nm-1 阶 实 对 称 阵 。 | 

再 由 于 相似 矩阵 有 相同 的 特征 值 ， 故 由 〈17》 式 可 知 ，4: 的 特 
- 征 值 是 入 ,入 s,…s 和 no 再 对 n-1 阶 实 对 称 阵 4， 用 归纳 法 : 存在 n- 1 
阶 正 交 阵 Q!,， 它 是 有 限 个 n- 1 阶 实 镜 象 阵 的 乘积 ， 使 
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) 
和 
Q14AQ = 和 (18) 
记 Q= 本 (3 0 )， 则 Q 仍 是 正 交 阵 ， 且 由 17)、(18》 即 得 (13) 


式 。 

用 正 交 阵 Q 将 实 对 称 阵 4 正 交 相 似 于 对 角 阵 定理 5) 的 理论 与 
方法 都 是 十 分 重要 的 《因为 它 在 理论 与 实际 问题 上 有 多 方面 应 用 〉， 
它 是 线性 代数 中 最 基本 的 一 个 结论 。 

另外 ， 定 理 5 的 证 明 是 构造 性 的 ， 只 要 能 求 出 4 的 特征 值 , 则 @ 
也 可 求 得 。 

例 1. 设 


1 0 -1 1 
1 -1 0 1 
-1 1 1 0 
求 以 有 理 数 为 元 素 的 正 交 阵 ， 使 8'49 为 对 角 阵 。 
解 ” 出 特征 多 项 式 的 降 阶 定理 《 见 第 五 章 $2》 知 
[AL-A|=|(A-1)L+a0’|= (NA—1) (NA+ 3) 
其 中 &= (1,-1, -1:1)。 故 4 的 特征 值 是 1,1,1,- 3。 
1 
| 1 1 j 有 本 上 的 和 隆 , 放 要 
一 3 
它们 要 在 有 理 数 域 上 正 交 相似 ， 因 而 每 个 镜 象 阵 的 元 素 最 好 是 有 理 
数 ， 才 有 可 能 达到 此 目的 ， 也 就 是 每 个 镜 象 阵 的 单位 (法 ) 向 量 最 
好 选取 以 有 理 数 为 分 量 的 “有 理 列 向 量 ”。 今 对 和 ,= 1， 解 特征 方程 
(I 4)x=0， 可 选 出 一 个 “有 理 列 向 量 ” 解 ， 01 = (1,1,1,1)', 且 单 
位 向 量 ， 


Bi= 一 上 一 =( 沁 1 1 二) 
! le 2 2” 2 2 
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也 是 “有理 列 向 量 ” ， 对 Bi - el = (1,0;0,0)"， 作 单位 〈 法 )》 向 量 ， 
__ pi-el  _ 1 1 1 1Y 
i 2 i 
它 仍 是 “有 理 列 向 量 ”， 故 得 到 了 有 理 数 域 上 的 镜 象 阵 : 


1 1 1 1. 
111 1. -1 -1 
H,=1- uu/=—— 
机 211 -1 1 -1 
1 -1 -1 1 


1 
且 容 易 算得 : ma 1 } 
-3 


本 例 只 找 一 次 实 镜 象 阵 就 得 到 了 所 要 的 结果 ， 另 外 ， 车 用 教科 书 
上 常见 的 方法 ， 则 可 找到 
1 


3| 
S| 
< 
< 


1 
V2 M6 V2 
Qi1= 0 


二 中 中 中 


1 
see 1 } 但 Qi 不 符合 本 例 的 要 求 ， 还 需 进 一 步 
-3 


作 变 换 才 能 求 出 。 

上 例 表 明 ， 用 镜 象 阵 的 方法 处 理 这 些 问题 ， 在 某 些 时 候 可 以 收 到 
事半功倍 的 效果 ， 但 须 注意 ， 不 是 任何 实 对 称 阵 都 可 以 只 经 过 一 次 镑 
象 阵 就 化 为 对 角 阵 ， 故 教科 书 上 常用 的 方法 还 是 需要 的 。 

现 举 一 例 ， 说 明定 理 5 在 理论 推导 中 的 作用 。 

例 2. 设 和 =a+bw-1T 是 n 阶 实 方 阵 4 的 任 一 特征 信 ， a 与 b 
分 别 是 4 的 实 部 与 虚 部 。 如 果 4A+A4' 的 个 特征 值 是 上 ,ks，… ,hx, 则 
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必 有 


Bn ne re a 
证 因为 4A+4' 是 对 称 阵 ， 故 由 定理 5， 存在 正 交 阵 &, 使 
1 
lz | . 
QQ’'(A+A’)O= 和 | (20) 
设 xX 是 4 的 属于 ^*\ 的 特征 向 量 ， 则 
Ax = 和 (21) 
对 (21) 式 两 边 转 置 、 共 轿 ， 得 到 
XA’ =AX’ | (22) 


内 (21》 式 、 (22) 式 即 得 ， xX/Ax= 和 xx 


XAx = 和 xx 


于 是 
ATAILT= (+ 办 2 = 0x (23) 
令 x=0Qy, 了 = (V1 sys Ya)’ 是 复 向 量 。 由 (20) 式 ， (23) 式 可 化 
为 
1 
一 Hs 一 
A “… y=2ay'y, 
. 
即 
3 Pi = 2a 3 yy 
出 上 式 可 知 ， 


(minpi) jy:<20 3 Jy]< (max pi) 3 |yl? (24) 
1<ics i=1 i=1 1& jin i=1 


因为 x*0, 9 是非 异 阵 ， 故 二 0， 子 是 习 jy" 六 0， 故 由 (24 式 
即 得 〈19) 式 。 
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8 许 尔 定理 


复方 阵 西 相似 的 基本 结论 是 下 面 的 
定理 6 ( 许 尔 定理 ) 任意 复方 阵 4 必 可 西 相似 于 上 三 角 阵 ， 即 
存在 n 阶 西 阵 U， 使 
入 1 Cl C1s “0° Cn 


和 ， Cys 1 Co 
U’AU = Ms Ch (25) 
各 
证 由 第 五 章 定 理 6， 存 在 非 异 复 阵 P， 使 
ai 
P-L4P = , (26) 


其 中 Nis Ny seshn (显然 ) 是 4 的 特征 值 。 由 本 章 定 理 4， 设 P=UR, 
其 中 UU 是 西 阵 ，R 是 上 三 角 阵 ， 且 非 异 〈 因 P 非 异 ) ， 代 入 (26) 式 


即 得 
Nl 
入 。 洲 
Ri(U’'AU)R= …. 
国 


如 


1 > 
加 和 六 
UAU=R » R-! (27) 
| 入 


1 


因为 上 三 角 阵 的 道 阵 仍 是 上 三 角 阵 ， 两 个 上 三 角 阵 之 乘积 仍 蚌 上 三 角 
阵 ， 故 《27》 右 端 方 阵 仍 是 上 三 角 阵 ， 且 主 对 角 元 就 是 入 5 和 hs… ,和 hn， 
于 是 《27) 式 化 为 (25) 式 。 


于 是 
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许 尔 定理 有 广泛 的 应 用 ， 有 些 结论 儿 乎 可 由 许 尔 定理 立即 看 出 ， 
如 下 例 1 所 示 。 

例 1 证 明 ， 实 对 称 阵 的 特征 值 全 是 实数 ( 见 第 五 章 8 3 的 命题 )。 
一 般 地 ， 自 共 轿 阵 A〈 即 满 足 4’= A 的 复方 阵 ) 的 特征 值 全 是 实数 。 

证 ”因为 实 对 称 阵 是 自 共 氏 阵 的 特例 ， 故 仅 需 证 明 后 者 即 可 。 由 
许 尔 定理 ， 存 在 西 阵 D， 使 


A | 
_ 入 。 米 
U’ AU = 机 (28) 
入 


nn 


和 


— 一 和 
UAU=(UVAU) =| 襄 “， (29) 


入 
因为 A =4， 故 (28) 与 (29) 的 右 端 方 阵 相等 ， 比 较 其 主 对 角 元 ， 
得 到 入 = 入， 放 X 全 是 实数 ，i = 1,2,…,n。 
车 比较 (28) 与 《29) 右 端 方 隆 的 非 主 对 角 元 ， 则 打 # 处 的 元 素 
全 是 0， 即 〈28) 右 端 方 阵 是 对 角 阵 ， 故 进一步 得 到 ， 
自 共 思 阵 必 酉 相似 于 实 对 角 阵 。 
例 2 设 Ns Nos Nn 是 复 阵 A= (Qij )axn 的 特征 值 ， 则 
SN’< Dll =tC4W)。 (30) 
称 《30》 式 为 许 尔 不 等 式 。 
证 ”由 许 尔 定理 ， 成立 (25) 式 ， 于 是 


UAU=|C, Cs 入 (31) 


Clin Con Can Mn 
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-人 


由 《25) 式 与 31》 式 得 到 
UA AU= (UAU) (UANW) = 
Il 入 1Cyl 
Jal?+ 如 ICyl? * 


Jha Crem 
| 和 zj] 
上 式 两 边 取 迹 ， 因 为 相似 阵 有 相同 的 迹 ， 故 得 
tr(AA’) 三 3 [Xl + ll 


了 一 


也 即 
3 (32) 
由 于 ， 习 1Co|*>0， 故 由 〈32) 式 即 得 许 尔 不 等 式 《30)。 


称 (32) 式 为 许 尔 恒等式 。 许 尔 恒等式 与 拉 格 朗 日 恒等式 以 及 柯 希 
一 许 巨 尔 效 不 等 式 与 许 尔 不 等 式 都 是 线性 代数 中 重要 的 等 式 与 不 等 
式 。 

许 尔 定理 的 多 方面 应 用 ， 除 见 之 于 本 章 习 题 中 外 ， 还 将 在 第 九 章 
中 再 次 出 现 。 


习 题 


1， 证明， 任何 非 异 实 方 阵 4 必 有 唯一 分 解 式 ，4=QL, 其 中 
是 正 交 阵 , 工 是 主 对 角 元 全 大 于 零 的 下 三 角 阵 。 (提示 将 4 分 块 ， 
A= (a1,02,., 01), 并 仿 定 理 3 的 证 法 ， 用 镜 象 阵 将 (ayaa，…'on) 化 
为 下 三 角 阵 ， 可 先 将 mm 化 为 (0,…,0,1n)“。》 

2. 证 明 ， 任 何 非 异 实 方 阵 4 必 有 唯一 分 解 式 ， 

A=IL.Q!= RQ, 
其 中 Q1、8; 是 正 交 阵 ，Li 与 Ri 分 别 是 主 对 角 元 全 大 于 零 的 下 三 角 阵 
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与 上 三 角 阵 。 

《提示 ;对 4/ 应 用 定理 3 及 题 1 的 结论 .》 

3. 如 果 n 阶 阵 和 4 的 特征 值 全 是 实数 ， 证 明 4 必 可 正 交 相似 于 
上 三 角 阵 。 

《提示 ， 完 全 仿 定理 5 的 证 法 。)、 

4. 对 下 列 实 对 称 阵 ， 找 正 交 阵 Q， 使 0'49 为 对 角 阵 。 


(i) / 3 -2 -4 /2 -4 1 
-2 6 -2| |-4 17 -4 
-4 -2 3 1 -4 2 


《十 ) 1 1 0 ~—1 (iv) -1 ~3 3 ~-3 
1 1 -1 0 -3 -1 一 3 3 
0 -1 1 1 3 -3 -1 -3 
—1 0 1 1 一 3 3 -3 -1 


5. 设 和 4 与 B 都 是 n 阶 实 对 称 阵 ， 且 AB=B4, 证 明 ; 必 存 在 
正 交 隆 8， 使 


和 1 7 
和 2 1 
| | oo - 
hy 
此 处 Ni 与 应 分 别 是 A 与 也 的 特征 值 ; i=1,2,…sn。 
(提示 : 设 和 和 >，… 和 s 全 不 相同 ， 县 入 As， 和 Ar 中 有 nm 个 和 
n» 个 和 spns 个 和 ss Dm=n, 由 定理 5， 存在 正 交 阵 P, 使 
Nln 
入 z7zna 


jy, 


了 /AD = 
asTn， 
然后 应 用 假设 条 件 ，4B = B4， 证 明 P'BP 是 分 块 对 角 阵 ， 其 主 对 角 
块 全 是 实 对 称 阵 ， 再 对 这 些 实 对 称 阵 应 用 定理 5。) 
6. 设 有 理 数 域 上 n 阶 对 称 阵 4 的 特征 值 全 是 实数 ， 且 它 的 所 
有 的 不 同 特征 值 是 Ni,Xz，…Xs。 又 已 知 Xi 一 入 的 秩 为 fiyi= 1,2，…5s， 
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谍 求 MD- 4 的 第 ?=- 工 个 行列 式 因子 。 

(提示 : 应 用 定理 5 以 及 第 六 章 的 弗 罗 本 尼 乌 斯 定理 。》 

7. 用 许 尔 定理 《本 章 定理 6) 证 明 。 反 对 称 实 方 阵 的 特征 值 的 
实 部 等 于 零 。 

8、 应 用 许 尔 定理 证 明 ， 正 交 阵 、 西 阵 的 任 一 特征 什 的 模 长 《 绝 
对 值 ) 等 于 1。 | 

9. 设 和 4 是 复方 阵 , 若 44’= A'4， 则 称 4 为 复 正规 阵 。 证 明 : 复 
方 阵 4 西 相似 于 对 角 阵 的 充 要 条 件 是 4 为 复 正规 阵 。 

《提示 :必要 性 显然 。 证 明 充分 性 ， 可 用 本 章 (25) 式 得 31) 


式 ， 由 (25》 式 与 (31) 式 分 别 算 出 0 AUD 与 0'A/AU, 再 由 假设 


条 件 44' = A’A 可 证 所 有 Cij=0,1<i<j<n。) 

10. 设 入 ,和 和，…,An 是 复 阵 4= (aij)nxn 的 特征 值 ， 证 明 ， 4 是 复 
正规 阵 的 充 要 条 件 是 ， 习 IN?= 六 ojl*。 

〈 应 用 题 9 及 本 章 的 许 尔 恒等式 ，(32) 式 ) 。) 

11. (i) 设 和 =a+bwv -1 是 实 方 阵 4 的 任 一 特征 值 ，a 与 分 
别 是 和 的 实 部 与 虚 部 ， 且 b:#0。 又 设 6=c+wW-18 是 A 的 属于 和 
的 特征 向 量 ， 其 中 与 6 是 实 列 向 量 ， 证 明 w 与 B 线性 无 关 。 

(ii) 设 2s 阶 实 方 阵 和 4 的 特征 值 是 和 =ai 土 V1bi, qi 与 是 
和 ;的 实 部 与 弄 部 ， 且 了 0; i=1,2,…,s《 即 A 中 没有 实 特征 值 ) ， 
证 明 。 必 存在 正 交 阵 Q， 使 


A 
A。 水 
ono- | 


As 
其 中 4; 都 是 2 阶 阵 ， 它 的 特征 值 就 是 a 十 BV 一 了 ;i= 1,2,…,s。 
(提示 对 (ii) 仿 第 五 章 定理 6 的 证 明 思 路 ,再 应 用 本 章 定理 4。) 
12. 如 果实 方 阵 4 满 足 ，44' =4'/4， 刚 称 4 为 实 正规 阵 。 设 
Ni 和 sr 是 4 阶 实 正规 阵 4 的 实 特征 值 ，w 士 V-T bi 是 和 4 的 复 特 
征 值 ( 即 5b; 关 0)3i=1,2,…,s， 且 r+2s=n， 则 必 存 在 
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hn 
040=| “4 C*) 


- “人 
而 A = (_2 i=1,2,…ss。 称 (六 ) 式 为 实 正规 阵 的 正 交 相似 标准 
形 。 (提示 ， 应 用 镜 象 阵 的 基本 定理 2 以 及 11 题 的 (i)， 其 中 要 证 ; 
当 (和 人) 是 实 正规 阵 时 ，A 与 C 均 实 正规 ， 且 也 = 0。) 


13. 证 明 后 述 有 趣 结论 ， 相 似 的 实 正规 阵 必 正 交 相 似 (提示 ， 应 
用 12 题 的 ( 米 ) 式 以 及 “相似 阵 有 相同 的 特征 值 ” 的 结论 。) 
14. 设 4 是 4 阶 正 交 阵 ， 证 明 
(i) 4 必 是 实 正规 阵 ; 
(ii》 必 存 在 正 交 阵 Q， 使 
I 
: -1 
Q@'4O= A , 
~ 
其 中 入 = (9 as) i=1,2,…ss。 称 上 式 为 正 交 阵 的 正 交 相 侯 
标准 形 。 
(证 ) |4|= -1 志 >A 有 奇数 个 特征 值 是 -1。 
(提示 对 (让 ) 用 12 题 ( 米 ) 式 。) 
15.: 刘 胃 对 半 实 广 耻 A 必 是 实 正规 阵 , 且 存在 正 交 阵 8, 使 


o'40- C 2 0) 


( 0 bs 
-bs 0 
其 中 台 是 实数 ，i=1,2，…s。 称 上 式 为 反对 称 阵 的 正 交 相 似 标准 形 。 
(iD 14|z>0， 当 4 是 奇数 阶 阵 时 ，|A| = 
“提示 ， 对 (iD 应 用 12 题 ( 米 ) 式 ,) 
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第 八 章 方 阵 的 合同 与 二 次 型 


$1 基本 概念 与 基本 结论 
本 章 的 基本 概念 有 三 ， 合 同 ， 惯 性 指数 正定 〈 半 正定 ) 阵 与 正 
定 《 半 正 定 ) 二 次 型 。 
本 章 要 解决 的 中 心 问 题 之 一 是 用 非 异 实 坐标 变换 ， 


x=Py 〈 即 xi = 己 Pijyjsi= 1,2, .5n) . - (1) 
将 实 二 次 型 (或 称 为 n 个 实 变数 X19 X29 9Xn 的 二 次 齐 次 函数 ) : 
XAX = DD aime; (2) 
化 为 平方 和 
d, 
2X/4xY = Za = "( 网 > » (3) 
dn 


《上述 过 程 称 为 化 实 二 次 型 为 平方 和 ) ， 其 品 ，P = (pij)+x 是 非 异 实 
阵 ，4= (aij)axn 是 实 对 称 阵 ， 称 为 YA4x 的 系数 矩 阵 ， 而 = (Xi 
X29 9Xn) 人 与 y= (4,72，… Yn)' 都 是 实 向 量 ，d1,d,,… ,ds 全 是 实数 。 

将 《1) 式 代入 x/Ax 得 ，x4X=y(P' AP)7， 故 若 能 找到 非 异 


阵 了 ,使 
， 
rr 4 ) (4) 
a 


则 (3》 式 也 就 随 之 而 得 ， 这 就 是 说 ， 实 二 次 型 化 为 平方 和 的 间 题 可 
归结 为 上 述 〈4) 式 的 矩阵 问题 ， 如 下 面 将 定义 的 那样 ， 是 “将 实 对 
称 阵 4 合同 于 一 个 实 对 角 阵 ” 的 问题 ， 故 本 章 第 一 个 基本 概念 是 如 
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下 定义 的 合同 的 概念 。 

定义 设 人 与 了 都 是 实 方 阵 ， 若 存在 非 异 阵 P， 使 得 B=P'AP， 
则 称 4 与 了 合同 ， 或 称 A 合同 于 了 B。 

实 方 阵 的 正 交 相似 ， P- :4P= P'4P=B 自然 也 是 方 阵 的 合同 (或 
称 正 交合 同 ) 。 由 第 七 章 定 理 5 知 ， 实 对 称 阵 4 必 〈 正 交 ) 合同 于 实 
对 角 阵 。 

Ai : ， 
Pa 总 ) ee (5) 
故 得 本 章 最 重要 的 基本 结论 ， 

定理 1 必 存 在 正 交 坐 标 变 换 ， x = Py《P 是 正 交 阵 ) 将 二 次 型 

x'4x 化 为 平方 和 ， | 


vAx= Dh (6) 
称 这 个 结论 为 “将 二 次 型 化 到 主轴 上 去 ”。 


对 实 对 称 阵 4 来 说 ， 不 用 《5) 式 或 〈6) 式 ， 还 可 得 
定理 2 对 秩 为 + 的 n 阶 实 对 称 阵 A， 必 存在 n 阶 非 异 实 阵 P， 


L 
PAP={ -1,, ) (7) 
0 ， 


.用 二 次 型 的 语言 表达 。 必 存在 非 异 坐标 变换 x = Py, 将 实 二 次 型 x'Ax 
化 为 平方 和 ， 
/4A = 二 pt 一 (8) 
称 〈7) 的 右 端 矩阵 为 A 的 规范 形 ， (8》 式 为 x'hx 的 规范 形 ， 称 p 
与 ~ 了 为 4 (或 x'4x) 的 正 惯性 指数 与 负 惯 性 指数 ， 记 称 7 为 x'Ax 
的 秩 。 : 
定理 3 惯性 定律 ) 不 论 用 何 种 非 异 实 坐 标 变换 (或 非 异 阵 》 
将 实 二 次 型 x'4x (或 实 对 称 阵 4) 化 为 规范 形 ， 其 正 惯性 指数 p 不 变 
《因而 负 惯 性 指数 7+ 一 p 也 不 变 ) 。 
由 惯性 定律 ， 可 将 实 二 次 型 〈 或 实 对 称 阵 ) 分 类 ， 其 中 最 重要 的 
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使 


类 型 如 下 面 所 定义 。 
定义 、 实 对 称 阵 的 规范 形 是 (5 9 ), 即 p=r<n， 


PaP=(6 0) ‘9) 
或 者 x/Ax 的 规范 形 是 ， | 
XAX=YI Yt ty (10) 


则 称 4 为 半 正 定 阵 ， 称 x’'Ax 为 半 正 定 二 次 型 。 
定义 ” 若 实 对 称 阵 的 规范 形 是 Ix， 即 p=r=n， i 
P'AP=1, i (11) 
或 者 x' 4x 的 规范 形 是 ， 
X'4x=231 Te (12) 
则 称 4 为 正定 阵 。 称 x'4x 为 正定 二 次 型 
关于 正定 阵 与 正定 二 次 型 ， 半 正定 阵 与 半 正 定 二 次 型 。 有 如 下 的 
主要 基本 结论 ， l 
定理 4 设 4 是 n 阶 实 对 称 阵 ， 则 下 列 七 个 命题 等 价 。 
(i) A 是 正定 阵 (或 x'Ax 是 正定 二 次 型 ) 。 . 
(ii) 4=B/B,B 是 mxn 列 满 秩 阵 。 - | (13) 


(iii) 4A=8’0,8 是 非 异 阵 。 (14) 
(iv》A=RR,R 是 主 对 角 元 全 大 于 零 的 上 三 角 阵 ， (C15) 


称 (15) 式 为 4 的 乔 利 斯 基 (Cholesky) 分 解 。 
(v〉 对 所 有 维 非 零 实 列 向 量 x,x'Ax>>0。 
(vi) 4 的 所 有 上 顺序 主子 式 全 大 于 去 。 
(vii) 4 的 所 有 特征 值 全 大 于 零 。 
定理 5 设 和 4 是 n 阶 实 对 称 阵 ， 则 下 列 五 个 命题 等 价 。 
(i) 4 是 半 正 定 阵 (或 x ‘AX 是 半 正 定 二 次 型 )。 
(六 ) 和 A=BB,B 是 rxn 行 满 秩 阵 , r=r(A)。 《16) 
(iii) 对 所 有 7 维 列 向 量 x,X’'AX 宇 0。 
(iv) 4 的 所 有 主子 式 全 是 非 负数 。 
(Vv) 4 的 所 有 特征 值 全 是 非 负 数 。 
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§ 2 化 实 二 次 型 为 平方 和 的 方法 


通常 ， 可 用 配 《 平 ) 方法 化 实 二 次 型 为 平方 和 。 然 而 此 法 最 大 的 
缺点 是 不 能 同时 找 出 x = Py 的 P， 而 要 求 出 很 多 矩阵 的 逆 阵 ， 然 后 
再 相 乘 后 才能 得 到 PR 参阅 教科 书 )。 故 一 般 说 来 ， 还 是 用 初等 变换 较 
为 妥当 ， 且 由 下 面 的 引 理 ， 使 我 们 可 以 用 最 快 的 〈 初 等 变换 ) 方法 ， 
同时 求 出 与 实 对 称 阵 4 合同 的 对 角 阵 以 及 非 异 阵 P。 

引 理 设 和 4 是 n 阶 实 对 称 阵 ， 如 果 P' 是 有 限 个 第 三 种 初等 阵 
Tu(k),i>1, 的 乘积 ， 且 使 


P’A= (& 4 ) 


其 中 6 是 n-1 维 行 向 量 ，A, 是 n-1 阶 阵 ， 则 必 有 


P/AP = (4 2) 


证 由 假设 ，P/' 是 Ti(k) 的 乘积 ，i>1， 故 P 了 是 Tui(k) 的 飞 积 ， 
”i>1。 由 于 i>1， 故 P'A 左 乘 P 时 ， 根 据 八字 规则 ， 对 P'4 的 第 i 
列 元 素 没 有 影响 ( 即 它们 都 不 变动 ， 而 变动 的 只 是 6 的 元 素 ， 故 得 
P'AP=(% A ) 
但 4 是 实 对 称 阵 ， 故 P'AP 也 是 实 对 称 阵 。 所 以 8= 0。 
由 上 述 引 理 ， 只 要 找 P/ ,使 
d, 


P/(A,D = (P'A,P’) = 由 ， PP (17) 


“0) 


则 这 个 P' 的 转 置 阵 就 是 要 找 的 非 异 阵 了， 它 使 P'AP 为 对 角 阵 。 换 
言 之 ， 只 要 对 (4,D 作 有 限 次 第 三 种 初等 变换 Ti(k) , i>j， 则 当 把 4 
变换 成 上 三 角 阵 时 ，(A,D 的 工 就 同时 化 为 P', 且 使 
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P/A4P= ‘a 


例 1 求 非 异 阵 P， 使 已 4P 为 对 角 阵 。 其 中 
1 -1 2 
(-: -1 | 
"2 0 2 


解 ” 逐 次 用 第 三 种 初等 行 变换 TiCk),i>j, 将 (4,1,) 化 成 《17) 
式 的 形状 ， 


1 0 0 
0 1 0 | 第 1 行 加 到 第 2 行 >、 
0 0 1 


i ~-1 211 0 0 

[ -2 2|1 1 3 第 1 行 的 (一 2? 倍加 第 3 行 
2 0 2 ， 00 1 
1 —1 1 0 0 

[ 一 2 2 1 1 0 | 第 2 行 加 到 第 3 行 上 _、 

0 2 -2|-2 0 1 
1 -1 2 1 0 0 

E 一 2 2 1 1 0 
0 0 0!-1 1 1 


故 由 引 理 可 知 ， 
prhp- ( -: 1) 
1 0 0 1 1 -1 
P=(P’)’= 1 1 0 1 1 
一 1 1 1 0 0 1 
例 2 将 实 二 次 型 2xixas -~ 6xzxs +2xixs 化 为 平方 和 。 
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解 ”由 于 这 个 二 次 型 的 系数 和 矩阵 是 ， 


0 1 1 
“人 0 -| 
1 -3 0 
而 4 的 主 对 角 元 全 是 0， 所 以 不 能 立即 引用 引 理 ， 需 先 对 4 作 初 等 


行 变换 及 其 转 置 〈 列 ) 变换 。 使 经 过 如 此 变换 后 得 到 的 新 的 合同 阵 的 
主 对 角 元 有 非 零 数 ， 然 后 对 这 个 矩阵 用 引 理 ， 整 个 过 程 如 下 : 


- 0 1 111 
a 0 -310 
1 -3 0|0 

1 1 -211 

| 0 -310 

1 -3 ”010 


2 1 


se | 1 0 


-2 -3 
第 1 行 的 (- 3 ?如 到 第 2 行 上 


2 1 


第 1 行 加 到 第 行 | 0 -车 
第 1 行 加 到 第 3 行 上 _、 3 
0 -2 


第 2 行 的 (- 4) 和信 加 到 第 3 行 上 | 


所 以 
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0 


0 0 
1 eemees- 
0 1 
1 0 
1 0 
0 1/ 
-~-2|1 10 
_ 3| 0 1 0 | (此 步 不 影响 坚 
线 右 方 的 矩阵 
010 0 1 
1 -2 1 10 
1 1 1 
F722° 
一 3 010 0 工 
2 1 1 ,| 
1 1 
2 0 
2 1 1 1j 
1 | 1 1 0 
1 1 1 
2 ?2-3z 加 
0 6 3—-1 1 


¢ 


1! 


2 
1 
P’AP= 一 一 
2 


6 7 
故 (xiyx:yxs) = 了 (727ys) 将 原 二 次 型 化 为 平方 和 : 


2X1X, — 6XsXs + 2X1Xs = 271 一 3 + 63 


注意 ， 上 述 P’ 只 是 第 三 种 初等 阵 TiCk) 的 乘积 , 但 未 必 有 i>j。 
因为 一 开始 已 作 了 了 (1) 的 行 变换 。 

用 初等 变换 把 二 次 型 xx’Ax 化 为 平方 和 的 最 大 优点 在 于 ， 化 4 为 
实 对 角 阵 的 同时 就 求 出 了 P。 


§ 3 正定 二 次 型 与 正定 阵 的 应 用 


方 阵 中 最 主要 的 两 个 方 阵 是 ， 正 交 阵 与 实 对 称 阵 ( 以 及 它们 的 推 
广 : 西 阵 与 自 共 轿 阵 ) ， 而 实 对 称 阵 中 最 有 用 的 当 推 正定 阵 。 这 是 因 
为 正定 阵 在 基础 理论 与 技术 科学 中 都 有 着 广泛 的 应 用 。 本 节 将 举 一 系 
列 例子 说 明正 定 阵 在 理论 推导 中 的 作用 。 

例 1 设 4 是 正定 阵 ，P 是 非 异 阵 ， 则 P/4P 也 是 正定 阵 。 

证 P'4P 是 对 称 阵 ， 又 由 定理 4 的 (这 ),， A=8'8, 9 非 异 ， 改 
P'4P= (PQ)'(PQ)， 再 由 定理 4 和 的 (iii) 的 充分 性 ，P'A4P 是 正定 阵 。 

例 2 设 4 与 了 3 都 是 2 阶 正定 阵 ， 则 和 +B 亦 正定 。 又 车 在 4 与 
8 中 有 一 个 正定 。 另 一 个 半 正 定 ， 则 4+B 仍 是 正定 阵 。 

证 显然 4+3 是 对 称 阵 。 以 下 给 出 两 种 证 法 。 

(i) 直接 用 矩阵 的 方法 。 
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不 妨 设 4 正定 ;B 半 正定 《或 正定 ) , 则 由 〈14) 式 与 《16) 式 可 
得 ，A=0Q01，B=Q,9,， 其 中 Q, 是 n 阶 非 异 阵 ，Q, 是 rxn 行 满 秩 
阵 ， 当 互 正定 时 ， r=no 应 用 “和 化 积 ” 的 想法 ， 


4+B=C5 4 +0:0:= (0 ,9， )(8:)= (8') (6) 


因为 (9!) 是 (n+7) xn 列 满 秩 阵 《 当 正定 时，( 银 ) 是 如 xm 列 满 


秩 阵 ) ， 放 由 定理 4 的 i) 的 充分 性 ，4+B 是 正定 阵 。 

(i) 借用 二 次 型 “过 渡 ” 的 方法 。 

不 护 没 A 正定， 半 正 定 《或 正定 ) ， 则 由 定理 4 的 (vV) 的 必要 
性 以 及 定理 5 的 (和 ) 的 必要 性 可 知 ， 对 任何 n 维 右 零 实 列 疝 量 x， 
x'4x>0,x'BXZ0 .( 当 B 正定 时 取 不 等 号 ) 故 
Xx’(AT+B)X=XAxX+XxBx>0 
再 由 定理 4 的 (v) 的 充分 性 知 ，A+B 是 正定 阵 。 

例 3 正定 隆信 的 任何 k 阶 主子 式 | A(H2 |>0,1<k<n 


证 因为 必 可 找到 n 阶 排列 阵 Piiatzr1.in =T， 使 TAT 的 队 
顺序 主子 阵 恰 好 是 A(?… 这)， 但 由 例 1，T'4T 是 正定 阵 ， 故 由 定理 


4 的 (Vi)， | AG ) 可 >o。 
例 4 让 省 隆 的 任何 主子 阵 也 是 正定 阵 。 

- 证 设 4(5… 汐 ) 是 = 阶 正 定 阵 《〈 它 自然 是 实 对 称 阵 ) 全 的 主子 
阵 ， 则 A(5 tt) 也 是 实 对 称 阵 ， 又 因 A(i. 基 ) 的 天 个 顺序 主子 式 也 
是 4 的 有 个 主子 式 ， 由 例 3， 它 们 全 大 于 0， 故 由 定理 4 (Vi) 的 充分 
性 ，4(?… 光 是 正定 隆 。 

例 5 设 A= (oj)wn 是 正定 阵 ， 实 向 量 e= 《qs 4，…， 0m)′ 是 二 
次 实 变 实 值 函 数 ， 
xX) = 了 (xi Xa…，Xn) = ,Dae ~ 2 Db 
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的 极 值 点 ， 则 必 是 1x) 的 极 小 点 ， 且 o = 4A"ip(b = (bi…b)7) 并 
求 出 极 小 值 fCo)。 
证 设 X= (xx wx) 则 fx) 可 写成 ， 
HX)= XAxX-2bx= (x-A-ib)A(xX- A-b) -baA-'b, 
因 A 和 A 正定 ， 故 (x-A-'pb) A(X- 4A- 二 ) 宇 0， 当 和 且 仅 当 x-A-'b=0 时 
等 号 才 成 立 ， 故 j(x) 当 x=a= 4"'b 时 取 极 小 , 且 f(a) = -hb 4 中 
例 6 设 aa>0, 且 a 全 不 相同 | i=1,2,…,n， 证 明 ， 方 阵 


4= (si +aj mun 是 正定 阵 。 
证 4 显然 是 实 对 称 了 泗 ， 又 4 的 任 一 k 阶 顺 序 主子 式 


Qi+al QI 十 Cr 
Pe Pp 
1 1 


ot. 


artar” r+ Ag 
是 一 种 柯 希 行列 式 〈 见 第 二 章 习 题 13》 ， 可 算出 其 值 为 
“ok aid (0j~ 0%) 
[Ai “|= 站 Ca ta) >01k=1,2,. ,ns 
故 由 定理 4 的 (vi)， A 是 正定 阵 。 
例 7 设 A 是 n 阶 正定 阵 ，B 是 非 零 半 正定 阵 (或 正定 阵 ) ， 则 
14+B]>14|+138| . (18) 
证 ”因为 正定 阵 也 是 非 零 半 正定 阵 ， 故 就 了 是 非 堆 半 正 定 阵 证 
明之 。 因 4 正定 ， 故 存在 非 异 阵 了， 使 P'A4P = I， 应 用 行列 式 乘法 
规则 ， 得 到 
|P’le|A+BI°lP] = |1,+ P/BP| (19) 
设 P'BP= (bi)nxx。 因 B 到 0,P 非 异 ， 故 bij 不 全 为 9。 由 于 B 半 正 定 ， 
故 易 证 P'BP 也 半 正 定 ， 因 而 P/BP 的 主 对 角 元 不 全 为 0， 因 车 bi= 
05 = 1 2，… 和 01， 则 因 bij 不 全 为 0， 故 必 有 bj 关 0,i 尖 访 于 是 


bi; 2 
A 二 一 bi<0 
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此 与 P'BP 的 半 正 定性 相 矛 盾 ( 见 定 理 5 的 (iV)) ， 所 以 
tr(P'BP) = Dbs>0, (20) 


又 由 第 二 党 的 《79》 式 (或 用 特征 多 项 式 的 展开 式 》， 

|In+P’BP| =1"*+b1""1+b1"2+ .+bn.1*1+ |P’BP| (21) 
其 中 是 P'BP 的 所 有 ; 阶 主子 式 之 和 ;i=1,2,…sn。 由 于 P/BP 半 正 
定 ， 它 的 所 有 各 阶 主 子 式 全 是 非 负 数 (定理 5 的 (iv)》，, 故 hh 宕 0; 
i=1,2,…,n，。 特别，b =tr(P'/BP)>0。( 见 〈20) 式 ) ， 故 由 《〈21) 
式 ， 

[+P'BPI>1+1P'BP|= 17 + |P’BP| 
=1|P'4PiI+|P'BP|=1P1C4E+iB8l)TBPI 
由 上 述 不 等 式 以 及 《〈19) 式 得 到 
IPA4+BEHPI>IPTCI4I+1BDIBPI 

从 上 面 不 等 式 中 消去 非 零 正 数 |P'1 .|P| = |P|? 即 得 〈18) 式 。 

上 述 证 明 中 的 一 个 想法 就 是 用 了 正定 阵 的 合同 标准 形 作 “ 过 渡 ” 
〈 即 运用 标准 形 的 方法 ) ， 从 而 达到 欲 证 结论 之 目的 。 
” 例 8 设 A4 是 n 阶 正定 阵 ，S 是 n 阶 非 零 反对 称 实 阵 ， 证 明 ， 
14+8| >0。 ( 当 5=0, 前 式 自然 成 立 。) 

证 ”下面 给 出 五 种 证 法 。 

证 法 一 ”应 用 结论 ，“ 设 4 是 nn 阶 实 阵 ， 若 对 任何 维 非 零 实 
列 向 量 x， 便 有 x/'4x>0， 则 |4|>>0，( 见 第 五 章 § 3 例 5) 今 对 任何 
XQ 尖 0， ， 

X(A+S X=X AxX+XSX= XAxX 
因 A 正定， 故 由 定理 4 的 (Y)，x’Ax>>0, 所 以 xX'(4+5)x>0, 又 因 
A+S 是 实 方 阵 ， 故 由 上 述 结论 ，|A+5S|>>0。 

证 法 二 ” 先 证 A+5 的 持 征 值 的 实 部 大 于 零 。 设 和 =atb -了 

是 4 的 任 一 特征 值 ， 6 是 和 的 实 部 ， 则 存在 # 维特 征 向 量 x ， 使 
(A+S)xX=\x (XA0) (22) 


于 是 X(A'+5') =Ax'， 因 人 4 正定 ，4 自 然 是 实 对 称 阵 ， 即 A'= A’= 
“174。 


4， 又 因 8 是 反对 称 实 阵 ， 即 全 =S/ = -S$, 故 得 


XA S) -= 和/ (23) 

以 x' 左 乘 (22) 的 两 边 、 以 x 右 乘 (23) 的 两 边 ， 得 到 
xX’ (A+SIX=AXX (24) 
X(A~S)X=NXx (25) 


(24) 式 与 (25) 式 相 加 , 得 到 XAx =ax’x， 记 xX =y+ /二 Tz, 其 中 
5 与 2 分别 是 x 的 实 部 向 量 与 虚 部 向 量 〈 即 5y 与 2 都 是 n 维 实 列 向 
量 ) ， 故 得 

(y-MA/-1 2 IACY+ NV- 2)= axr’x 
比较 上 式 两 边 的 实 部 ， 即 得 
WAy+2 Az= ax’x (C26) 


由 于 x 关 0， 故 xxz>0， 又 由 于 Y 关 0， 故 与 了 不 全 为 0， 而 4 是 正 
定 阵 ， 故 由 定理 4 的 (TVT)，8'48+24z>0， 所 以 由 〈26) 式 ，a>>0。 


设 X,…, 和 是 4+S 的 实 特征 值 ， 0: 土 V~1 bi 是 A+S 的 复 特 
征 值 ， Bi 关 03i=r+1 spn， 则 
[A+S| =N.Ar Cats + br) Cas +b:), 
由 上 面 第 一 部 分 证 明知 ， 和 >>0; i=1,2s rs790; 之 03j=? 二 1,…sh 故 
[A+S|>0。 
证 法 三 ”人 先 证 14+SI 关 0。 用 反 证 法 。 若 |]4+SI =0, 则 存在 n 
维 非 零 实 列 向 量 xX, 使 4A+S)z=0， 故 
0=wX’(A+S)TX=xX Ax+xXSX= XAx 
但 4 正定 ， 故 x'4x>>0， 此 为 矛盾 。 改 必 |A4+S| 去 0。 
作 [0,1] 上 的 连续 函数 ，f(x) = |14+xS|， 由 于 对 任何 实数 x ，xS 
仍 是 反对 称 实 方 阵 ， 故 由 刚才 的 证 明知 ， 对 任何 YE[0,1],j(x) 关 0。 
今 4 正 证 ， 故 1(0) = 141>0: 若 14+8S| =fG1)<0, 则 由 犁 尔 斯 特 拉 
斯 定理 ， 必 在 在 56,0<s<1， 使 JE) =0， 此 为 矛盾 ， 故 必 14+S| = 
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1(1)>0。 
证 法 四 同 例 VY， 必 存在 非 蜡 实 方 阵 P， 使 P'AP = I, 故 得 ， 
1P/| A+SI.IP|= |I,+P’SP| 

=1*+81"! + sl1"2+ +snil t+ [P'SP| C27) 
其 中 s 是 P'SP 的 所 及 阶 主子 式 之 和 ; i=1,2,…sn. 因 S$ 反对 称 , 故 
P'SP 也 反对 称 ， 又 因 奇 数 反对 称 行 列 式 等 于 0， 偶 数 阶 反对 称 行 列 
式 是 非 负 数 《 见 第 七 章 习 题 《15) 的 (和 ) 》， 故 《27》 式 可 化 为 

|P'| JA+SI .|PI=1+s,+Ss+ .+ PSP| 
(sx>0) (28) 
因为 S 二 0， 故 P'SP 关 0, 但 由 P'SP 的 主 对 角 元 全 是 0 (四 P'SP 反对 
称 ) ， 故 P'SP 至 少 有 一 个 非 主 对 角 元 sij 关 0;i 大 j, 于 是 
|_2 别 | = 号 > 
所 以 s>0， 因 此 〈28) 式 化 为 
1P'| .14+Sl|P|>1+1PSP| = |P’AP| + |P’SP| 
= |P’IC(AI+ ISI)IPI 

上 式 两 端 消去 |P'P| = 1P15>0)， 即 得 

[IA+SI>1AI+ |SI>1A| (29) 
《 称 《29》 式 为 塔 斯 基 (Taussky) 不 等 式 ) ， 因 A 正定 ， 故 14|>0， 
于 是 由 〈29) 式 即 得 |14A+S|>0。 

证 法 五 ” 辣 证 法 四 ， 存 在 非 异 阵 P, 使 P'AP = 了 故 

P'(A+S)P=I,+P'SP (30) 
今 因 P'SP 是 非 零 反对 称 实 方 阵 ， 应 用 PSP 的 正 交 相似 标准 形 定理 
( 见 第 七 章 习 题 15 的 ( i )) ， 存 在 正 交 阵 8, 使 

1 0 


0 b 
Q’(P'SP)Q = (0 中 


0 bs 
| (wm 0) 
且 因 P'SP 关 0, 故 5; 不 全 为 0 i=1,2,…,s, 将 上 式 代 入 《30) 式 得 到 
(PO)’(A+S)(PQ) =1+Q’(P’'SP)Q 
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I 1 pb 
= (a 1) » t+2s=n 


1 bs 
(a 1) 
又 因 |8’Q8| = |P =1， 故 由 上 式 即 得 
{P|]A+SIIPI=|(PQ)’|I: [A+S|.|PQ| 
=|Is|*C1+b?)...(1+b:) = (1+bi)...(1 +b;) 
因为 b; 不 全 为 0， 故 由 上 式 可 得 
IP’|. 1A+SI*|PI>1=|I:|= |P’AP| =|P’l. [AIIPI 
由 上 式 又 得 塔 斯 基 不 等 式 |4+5|>>|4|， 由 和 4 的 正定 性 , 便 得 
14+8 >14|>0。 
另外 ， 还 有 三 种 证 法 ， 即 (i ) “直接 ”用 两 个 方 阵 之 和 的 行列 
式 ，( 这 ) 将 S 看 作 复方 阵 ， 将 它 丁 相似 于 对 角 阵 〈 见 第 七 章 习 题 9)， 
再 伪证 法 四 或 证 法 五 ，( 记 ?用 行列 式 的 第 一 降 阶 定理 。 但 是 这 三 种 证 
法 比 之 上 述 诸 证 法 要 麻烦 一 点 ， 故 不 再 叙述 它们 。 
以 例 8 为 典型 例子 ， 我 们 将 行列 式 理论 、 线 性 方程 组 解 的 理论 、 
合同 标准 形 理论 、 相 似 标 准 形 理 论 、 特 征 值 理论 中 的 一 些 典 型 方法 全 


用 上 去 了 。 
例 9 设 
AAAls 
42142pA4ss 
A= 

AsiAss'r hss | 

是 n 阶 正定 阵 ，Aii 是 mi 阶 主子 阵 ，i =1,2,…,s， 则 必 有 
[IA]<|Ale|A,,l .|As | (31) 


而 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 ，Aii= 0,i 坟 ji,j=1,2,…s。 
证 对 s 用 归纳 法 。 当 s=1. 结论 显然 正确 ， 今 将 4 重新 分 块 


为 ， 网 
4-(8 7) 
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其 中 ， 


9 B= (Al,,Als, es Ai) 


As 
因 4, 是 A 的 顺序 主子 阵 。 故 它 是 正定 阵 (自然 是 非 异 阵 ) ， 今 取 


(_ 瑞 - 1，)， 则 经 过 简单 计算 得 到 


P'AP=(0" -pi 
因为 D- B'A71B 是 正定 阵 Pr4P 的 主子 阵 ， 故 由 例 4 知 , 它 也 是 正定 
阵 。 又 A7! 是 正定 阵 ， 故 当 B 半 0 时 ， 易 证 BA71B 是 半 正 定 阵 ， 于 
是 当 B 关 0 时 ， 由 例 7 知 ， 
ID| =|(D- BATIB) +B/AT!B|> |D -BATIB| + |B’/AT!B| 
必得 1D|>1D- BATiB| ( 因 18/471B| 汪 0)。 于 是 对 任意 的 B， 由 行 
列 式 第 一 降 阶 定理 即 得 


[A|=|1AnleID-B’ATIB|I<|A | ID] (32) 
而 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 ，3= (4，…'4ks) = 0。 又 由 归纳 法 假设 ， 
[DI <1A,,| 4 …]4:| (33) 


而 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 ， 4ij= 0,i 关 j ij = 2,3，…S。 所 以 由 (32) 
式 以 及 (33) 式 即 得 〈31) 式 。 

作为 例 9 的 一 个 特例 ， 显 然 可 得 下 列 著 名 结论 ， 

对 任何 正定 阵 4= (aii)wxns* 必 有 

141 委 cllazy am (34) 

而 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 ，A 为 对 角 阵 。 

由 (34) 式 便 可 得 在 下 例 中 的 一 个 著名 结论 。 

例 10 设 4 是 任意 n 阶 实 阵 ， 则 


idet4l<|j 忆 og (35) 


ldetAI</T 补 寺 (36) 


3 
j=1 i=1 


称 〈35》 式 与 (36) 式 为 阿达 马 (Hadamard) 不 等 式 。 
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证 ”如果 证 得 〈35)》 式 ， 则 应 用 det4 = det4“, 即 得 (36》 式 , 故 仅 
需 证 〈35) 式 即 可 。 
当 4 是 奇异 阵 时 ，|4| =0， (35) 式 自 然 成 立 。 放 就 4 是 非 蜡 
阵 的 情形 证 明之 。 因 为 4 非 异 ， 故 由 定理 4 的 (ii)，A'A 是 正定 阵 ， 
设 44' = 了 = (bij)nxn, 则 由 《34) 式 ， 
[detA|*= (detA)?’?=detA’edetA = det(A’A) 


= detB<biibys...bon = TE bi 
但 bi= 半 史 ,将 它 代入 上 式 即 得 《35) 式 。 
在 应 用 阿达 马 不 等 式 时 ， 也 可 将 35) 与 《36》 式 合 起 来 ， 写 成 
aol<nnf 所 玉 本 的 囊 可 


注 “ 阿 达 马 不 等 式 对 任意 阶 复方 阵 A = (ci)rx* 仍然 成 立 , 此 时 
不 等 式 写 成 ， 


ldetA| <min{| 于 翌 lol* ， /站 福 1op} 


《证 明 不 再 叙述 )。 


习 题 
1. 用 初等 变换 的 方法 化 下 列 二 次 型 为 平方 和 ， 
(i) 2xiX, + 2X1Xs + 6X,Xss (ii) Dixie 


2. 0) 证 明 任 何 n 阶 非 异 隆 A 必 有 分 解 式 ，4= BDs(141)， 其 中 
. 1 
5 二 有 限 人 第 三 和 要 等 条 可 ,D141)=( ~、 ) 
| 14| 


(站) 由 (及 定理 2 证明， 必 可 全 用 第 三 种 初等 变换 ，、 将 实 对 称 
阵 合 同 于 对 角 阵 。 
《提示 对 (i)， 用 第 三 种 初等 变换 ， 先 将 4 化 为 上 三 角 阵 ， 再 用 第 
。179 。 


三 种 初等 变换 化 这 个 上 三 角 阵 为 对 角 阵 ; 
1 


( ” 1 )->w 


[4 . 

哥 用 八字 规则 及 行列 式 乘 法 规则 证 明 A= 141。》 

3. 设 4 是 nn 阶 正定 阵 ， 证 明 下 列 方 阵 全 是 正定 阵 ， 

(i) adj4，(i) A+, 是 整数 ，( 证 ) 14(1>0)。 

4, 设 B 是 nxm 阵 ，A4 是 n 阶 正定 阵 ， 证 明 r(8/AB) =r(4)。 
(提示 ， 应 用 定理 4 的 (站 ) 及 1(A'A4) =r(4) 即 可 。) 

5. 证 六 严格 对 角 占 优 的 实 对 称 阵 必 是 正定 阵 。 
(提示 ， 应 用 第 三 章 例 3 的 结论 。) 

6、 以 4>0 与 4 之 0 分 别 表 示 4 是 正定 阵 与 半 正 定 阵 , A>>B>0 
与 A 之 B>0 分 别 表 示 A、B,A 一 B 均 正定 与 4,B 均 正定 , 但 4-B 是 
半 正 定 阵 ， 证 明 ， 

《i) 如 4A>0, 则 4+A4-!22T(>0)〈 与 数 的 不 等 式 a+o-!:2 相 
比较 。) 

(ii) 如 A>0,8>0, 则 [4+B[>214|%2|B|!。 
《提示 ， 对 (i)， 应 用 第 七 章 定理 5 以 及 本 章 定 理 4 的 (Vi )， 对 (六 )， 
应 用 本 章 8$3 例 7 的 结论 。) 

7. 设 4 是 nn 阶 实 阵 ， 证 明 ， 

(i) 其 4+4 正定 ， 则 2*|A41>>|A+ A4'|。 

(ii》 决 不 存在 奇异 阵 4， 使 4+ 4' 是 正定 阵 。 


(提示 ， 对 GD， 将 A 拆 成 ，4= (全 全 )+(- 人 = 人 ), 然 后 应 用 


33 例 8 中 的 塔 斯 苦 不等式， 对 (站 )， 应 用 (让 ) 便 得 (i))。 
8. 设 A4= (B,C0) 是 m xn 实 和 矩阵 的 任 一 分 块 ， 证 明 ， 


[A4’A|<|BBIICCI 
(提示 : 应 用 83 例 9 之 结论 。) 
9. 设 A=(ay)axn 是 实 和 矩阵 , 证 明 阿 达 马 不 等 式 之 推广 ， 
.180 ， 


14’4|<IH 3 ai。 


i=l fel 


《提示 ， 应 用 第 8 题 即 可 ) 
10. 设 A 是 正定 阵 ,， 6 与 x 是 n 维 实 列 向 量 ， 证 明 ， 二 次 函数 
1(X) = Xx/Ax ~ 25/xX+c 的 极 小 值 是 c- 0 A4- 蕊 。 


第 九 章 ”正定 阵 及 其 应 用 


本 章 继续 正定 阵 理论 的 讨论 ， 其 目的 是 为 了 串联 性 地 运用 前 面 的 
基本 结论 ， 特 别 是 运用 “正定 阵 正 交 相 似 于 主 对 角 元 全 大 于 零 的 对 角 
阵 ”》 这 一 核心 结论 。 本 章 的 结论 在 理论 上 、 特 别 在 应 用 上 是 需要 的 。 


8$1 两 个 实 二 次 型 同时 化 为 平方 和 


这 个 问题 来 自 应 用 数学 中 ， 下 面 是 其 基本 结论 。 
定理 1 设 A4 是 n 阶 正定 阵 ，B 是 n 阶 实 对 称 阵 ， 则 必 存 在 n 阶 
非 异 阵 P， 使 


Wi 
P'4P =1,, Pop 人 Pa ) (1 
其 中 访 shos%shn 是 jhA- BI=0 的 nn 个 实 根 。 
证 因 委 正定 ， 故 存在 非 异 实 阵 8, 使 O48=11, 又 因 B 实 对 
称 ， 故 9/8@ 也 实 对 称 ， 因 而 存在 正 交 阵 口 ， 使 


Wi 

vos00-( Pe ) (2) 

其 中 心 yiay ob 是 8’'BQ 的 实 特 征 值 ， 又 因 
U’Q’AQU =U’IU = 天 (3) 
记 P 了 =8U, 则 P 是 非 异 阵 ， 且 由 (2) 与 (3》 即 得 Q》。 又 由 (ij) 得 

| Ke— ki 

raa-mp-|( Pb | 
We hin 
于 是 [PlijnA -BI= -W)C Ha) (hn)s [ str 是 . 
。]182 ， 


ls4 -BI 的 根 。 

将 定理 1 用 二 次 型 的 语言 来 描述 ， 即 得 

定理 1 必 存 在 实 的 非 异 坐标 变换 ，xX = Py ,将 正定 二 次 型 x'Ax 
与 二 次 型 x'Bx 同时 化 为 平方 和 : 


XAX= yy = Dy ， X'BX = 习 Wiy? (4) 
定理 1 对 微 振动 理论 有 用 ， 它 在 理论 推导 中 的 作用 由 下 列 两 例 中 


可 以 看 出 。 
例 1 设 4 是 正定 阵 ，4B 是 实 对 称 阵 ， 则 4B 是 正定 阵 的 充 要 
条 件 是 ，8B 的 特征 值 全 大 于 零 。 
证 由 定理 1, 存在 非 异 阵 了 ,使 
P’AP=1 (5) 


4 
P’ABP = (P'AP)(P-'BP) = ( ee (6) 


Ln 


这 说 明 上 bs,…sbr 是 B 的 特征 值 ， 故 当 js 山 ，,…shr 全 大 于 0 时 ， 
由 (6) 式 可 知 P'ABP 是 正定 阵 ， 故 4B= (P')”(P'ABP)P- 也 正定 。 

反之 ， 若 4B 正定 ， 则 由 〈6) 式 ， 后 , 户 ，sio 全 大 于 0。 

例 1 常 称 为 攀 (Fan)- 塔 斯 基 定 理 。 

例 2 设 和 A 是 阶 实 阵 ，C 是 n 阶 正定 阵 ， 基 存在 正定 阵 B， 借 

AB+BA’=-C 《7) 

则 ,4 的 特征 值 的 实 部 必定 全 小 于 零 。 

证 因 B 正 定 ,C 实 对 称 ， 故 由 定理 1， 存 在 非 蜡 阵 了 ， 使 得 


将 《5) 式 代 入 《6) 式 ， 得 到 


Ui 
P-iBP = ( Hs 。 


C1 
P’BP = 1,, P’CP -( 2 | (8) 
Cn 


4C 正 息 ， 故 PCP 正定 ， 因 而 c>>03i= 1,2，…W。 又 《〈7) 式 改 写 
-局 

CP’AP’~!1)(P’BF) +(PBP)(P'47P' -00 = -PICP 
将 (8) 式 代 入 上 式 即 得 ， 


但 出 第 七 章 8$2 例 2 知 ，P'4P… 的 任 一 特征 值 ， 即 4 的 特征 值 入 = 
a+Dpx/ -1 的 实 部 a 与 P'AP’* 1+ (P'AP’-1)y 的 特征 值 -ci, 一 c2,…， 
-cr 间 满 足 ， 


一 Cl 
Prat war-( -2 


一 Cn 


-1 min, co -二 tnax ci 
1 1 i 


因 a 全 大 于 0。 放 直 上 趟 知 ， a<0。 
常 称 本 例 之 结论 为 略 普 诺 夫 (JIsayHoB) 定理 。 本 例 之 证 法 由 哈 思 
《Hahn) 在 1955 年 给 出 。 


8$2 半 正 定 阵 ( 或 正定 阵 ) 的 平方 根 
设 A 是 n 阶 半 正 定 阵 (或 正定 阵 ) ， 则 由 第 七 章 定理 5， 存 在 


阶 正 交 阵 忆 , 使 
入 
| he Fp (9) 
且 由 第 八 章 定理 5 (或 定理 4) 知 ， 和 为 宇 0( 或 >>0), 于 是 


入 172 和 142 


1 1 
/2 /2 
4 )™ ( wi p=» (10) 
bE LE 


! 入 172 
B-P ,|)jp (11) 
A172 
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记 B=4“， 称 3 为 4 的 平方 根 〈 和 矩阵 ) ， 由 于 (9) 中 的 P 不 是 唯 
一 的 (参阅 第 七 章 $ 2 例 1)， 故 还 存在 正 交 阵 @ 夫 已 ,使 


和 
“oe 
hh 
入 了 
co … jp 
入 10 


也 使 人 =4， 按 照 刚才 的 定义 ，C= 4A”, 故 必须 证 明 B=C，A4” 才 
有 明确 的 意义 ， 这 由 下 列 命题 1 即 可 解决 。 

命题 1 设 4 是 nn 阶 半 正定 阵 (或 正定 阵 ) ， 和 is 和 sghm 是 A 
的 特征 值 ， 则 对 任何 满足 (9》 式 的 正 交 阵 了 ， 恒 有 


入 172 


(人 
P 2 Pp’ =f(A) 
hp 


其 中 1( 和 ) 是 一 个 (与 入, 和，… ,hr 有 关 的 ) 实 系数 多 项 式 。 

证 为 简便 计 ， 不 妨 设 Nis Ns Mn 的 所 有 不 同 的 特 征 值 是 
phosNs， 则 入 i, 和 ,si 中 有 且 上 只 有 s 个 不 同 的 特征 值 
NN, A?, 且 入 与 LY 的 重 数 也 相间 ， i= 1,2,，… ,5s, 作 “ 拉 格 
朗 日 内 播 多 项 式 ”， 


于 是 方 阵 


NNN 
1 = 2 RI 


则 fCX) 是 s- 1 次 多 项 式 ， 且 和 = 了 0h) ;i= 1,2,… ,5S, 故 得 


Ni JJ) n 
(和 
hin “CN 和 


于 是 对 任何 满足 (9) 式 的 正 交 阵 PP， 恒 有 


A!l /2 入 1 
1 A 


1 
"( 
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入 ， A 
A 
A My 


由 命题 1 知 ， 对 满足 (9) 式 的 不 同 的 正 交 阵 P 与 Q, 恒 有 
和 172 入 1 


1 1 
"| 和 jr =1(A) = ql NM > 
2 "A172 


故 B=C。 即 A 实际 上 与 的 各 种 取 法 无 关 ， 所 以 A 有 意义 ， 且 
显然 4 是 半 正 定 阵 《或 正定 阵 )。 
命题 2 设 4 是 nn 生生 (或 正定 阵 ) ， 则 必 存 在 唯一 的 半 
正定 阵 〈 或 正定 阵 ) B, 使 B= 
证 由 (10) 式 与 (11) x 半 正 定 阵 ( 或 正定 阵 ) 的 存在 性 是 
显然 的 。 今 证 唯一 性 。 设 B 是 满足 B= 和 的 阶 半 正定 阵 (或 正定 
阵 ? ， 且 避 sUo… sb 是 B 的 特征 值 ， 则 kik2,…,h: 就 是 B= 和 A 的 
全 部 特征 值 ( 见 第 五 章 $3 例 2), 但 假设 入 ,和 Ny,…, 和 hn 是 么 的 特征 值 ， 
故 为 简便 计 ， 不妨 设 入 =pi， 于 是 训 = 入 123i=1,2,…sn。 因 为 B 半 正 
定 《 或 正定 ) ， 故 存在 正 交 阵 了 ， 使 成 立 (11) 式 。 而 出 假设 ，B? = 4， 
故 得 到 〈9) 式 ， 应 用 命题 1, 应 有 B=f(4), 这 就 证 明了 , 满足 
B= 有 A 任何 半 正 定 阵 《或 正定 阵 ) B 都 等 于 1(4), 所 以 B 是 唯一 的 。 
由 命题 2， 对 任何 半 正 定 阵 《或 正定 阵 》4， 恒 有 
(M2)?=A (12) 
且 由 命题 1， 
A:=1(A4) (13) 
如 果 4 是 正定 阵 ， 则 A 也 正定 ， 故 (422)-: 也 正定 。 为 方便 
起 见 ， 记 (4Y2 一 = 4-12, 则 易 知 ， 对 正定 阵 4 来 说 ， 恒 有 
-12AUV2 = AVA-M =T (A-M):= A-! (14) 
(12) 、 (13) 、 (14) 三 个 式 子 对 讨论 有 关 半 正定 阵 〈 正 定 阵 ) 时 
将 带 来 很 多 方便 。 
例 1 设 和 A 是 实 对 称 阵 ，B 是正 定 阵 , 则 4B 的 特征 值 全 是 实数 。 
(注意 ， 即 使 人 与 孔 均 为 实 对 称 阵 ，4B 也 未 必 是 实 对 称 阵 ， 故 不 能 
。 186。 


应 用 “ 实 对 称 阵 的 特征 值 全 是 实数 ”这 一 结论 。) 
证 ”由 假设 也 是 正定 阵 ， 故 了 有 意义 ， 又 因 
AB -= B-12(BI/2ABL2)BU2 = 〔(BI2) -1(B/12ABL2)BL2 (15) 
因为 了 /24ABL2 = 《B/V2A4B12)7 《 因 A’ =A), 故 了 B/L2 APB12 是 实 对 称 
阵 ， 又 由 《15) 式 ，4B 与 BABY? 相似 ， 故 4B 的 特征 值 全 是 实 
数 。 
例 2 设 X= (xiyxa Xn) 与 了 = (217a， 7 都 是 实 向 量 ， 
和 4 是 任 一 阶 正定 阵 ， 证 明 ，(x’y)? 志 (x/Ax)(y’A™'y)。 | 
证 应 用 礼 希 一 许 丽 尔 兹 不 等 式 ，( 忆 ab:) < 习 of 六 是， 也 
即 :〈o'8) <(a'a)(B'8) ,此 处 实 癌 量 w = (ai,a;， 0rz)7 ;8 = (bp py 
bn)“,。 〈 见 第 二 章 36 中 的 《71》 式 ) 即 得 
(xy)2= xy): = {x ANI CA Y= {CANx) A- iy)} 
{AWK ARKI HA Sy) CA- My)} 
= (XA Ax yA A NY) = (x Ax)(y’A!y) 
在 运算 过 程 中 用 了 (At97 = ht,(A-Y27 = A-z2 这 一 明显 结论 。 


$ 3 奇异 值 分 解 与 极 因子 分 解 


引 理 设 4 是 n 阶 非 异 实 阵 ， 则 必 存 在 正 交 阵 了 与 @， 使 得 


1 
raor( 0 晤 ) (16) 
a 


而 >0, 并 且 of 是 A/4 的 特征 什 i=1,2,…sn。 
证 因 人 非 异 ， 故 4/4 正定 。 设 ,和 yn 是 4/A 的 特征 值 ， 
则 它们 全 大 于 零 ， 且 存在 正 交 阵 9， 使 得 


和 
owner ) (17) 
和 


令 0=ANi0， 则 ai>0, 且 和 =a?;i=1,2,.. ,No 于 是 (17) 式 可 化 为 : 
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Qi 2 
oa0-( 2 (18) 
a 


QT 
P’= ( az , ps 
“2 


则 由 《18》 式 显然 可 得 《16) 式 ， 且 由 


7! ar! 
ee- 人 as’ . jewaol az! . )=s 
“ -1 oa 


a 
可 知己 是 正 交 阵 。 
定理 2 秩 为 ?的 mxn 实 算 阵 4 必 有 分 解 式 ， 


Ql 0 
02 
A=U “… V’ (19) 
ar 


0 0 
其 中 品 与 V 都 是 正 交 阵 ， ai>0;i=1,2,.,n。 
证 必 存 在 m 阶 非 异 阵 G 与 n 阶 非 异 阵 五 ,， 使 

4=G(Y 0 )H (20) 
应 用 第 七 章 定理 3, 作 G 与 如 的 QR 分解 ， G=PIR,H’=QiL， 其 中 
P, 与 Qi 分 别 是 m 阶 正 交 阵 与 n 阶 正 交 阵 ，R 与 工分 别 是 非 异 上 三 角 

阵 与 非 蜡 下 三 角 阵 ， 于 是 20》 式 化 为 

R，RANA OWL: 0 ， /RL 0 

A=P( 0 R) 人 (5 0 £2,) Qi=P(0 0 )o: (21) 
其 中 Ri 是 RR 的 r 阶 顺序 主子 阵 , 它 是 非 异 上 三 角 阵 ,是 工 的 非 异 下 


三 角 硕 序 主子 阵 。 因为 RiL 是 r 阶 非 异 阵 ， 故 由 下 理 知 ， 存 在 + 阶 
正 交 阵 已 与 8,, 使 得 


G1 
P,(RIL)Q’; -( 人 “, ) 
a 


r 
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， 、 Pp 
县 gj>0;i=1s2，…sro。 将 上 式 代 入 〈21》 式 ， 并 记忆 = Pi 人 pm » 


VY= ol(9 ,)， 则 口 与 V 都 是 正 交 阵 ， 且 《21) 式 化 为 《19) 式 。 


称 〈19) 式 为 4 的 奇异 值 分 解 ， 称 ai ,ca 为 4 的 奇异 值 ， 
称 〈19) 式 右 端的 m xm 和 阵 为 4 的 正 交 相抵 标准 形 。 


由 于 . , 
“of 区 六 (22) 

0 0 

? 0 
“of 下 (23) 

0 ” 0 


故 知 奇异 值 就 是 4'4 (也 是 44 人 的 非 零 特 征 值 的 平方 根 。 
定理 3 任何 n 阶 实 阵 4 必 有 分 解 式 : 
A=(AA’)' 0 =Q(A'A)"? (24) 
其 中 @ 是 正 交 阵 ， 当 和 4 是非 异 阵 时 ，Q 是 唯一 的 。 
证 由 (22) 与 (23) 式 以 及 半 正 定 阵 平方 根 的 定义 即 得 


Ql . 0 
(A’A)'2=V ( “ ) V’ (25) 


a 


0 0 
Qi 0 
oo “ ) p (26) 
0 0 


又 《19) 式 可 分 别 改 写成 : 


0 
“A ~ ) pom (27) 


ar 
0 0 


a 0 
“wl 和 ) (28) 
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记 Q@=UV'， 则 @ 是 正 交 阵 ， 且 由 〈26》 与 (27》 式 ，(25) 与 (28) 
式 即 得 〈247 式 。 

又 由 82 知 ，4 唯一 确定 (4’4)、(44')!， 而 当 和 4 是 非 异 阵 时 ， 
Q=(44')-2A (或 DO=4(44) 0 , 故 @ 由 4 唯一 决定 。 

称 〈24) 式 为 4 的 极 因子 分 解 。 

例 1 设 和 A 是 秩 为 r 的 mxn 阵 ， 证 明 ; 必 存 在 秩 为 r 的 nxm 
实 矩 阵 A4+, 使 44+ 与 4+4 都 是 实 对 称 阵 ， 且 44+*4 =A, A+AA+ = 
4 (参阅 第 四 章 $4) 

证 对 任何 人， 成立 〈19) 式 。 由 于 aaz,…sar 全 是 非 零 数 ， 


故 取 
ai! 0 
A+= V ( “at ) 六 (29) 
0 0 
易 证 这 个 4* 满足 本 例 要 证 之 诸 结论 。 


例 2 设 4 与 B 是 任意 n 阶 实 阵 ， 且 4'4=B'B， 证明;B=Q84， 
而 8 是 正 交 阵 。 

证 因为 A’A=B’B, 故 (A’A)'? =(B'B)12， 于 是 出 《24) 式 
邵 得 ; 

B=Q1(B'B)?*=0.(4A’4)' ?=0.07'4=04. 

而 Q=Q107!=Q18; 仍 是 正 交 阵 。 

注 当 4 是 非 蜡 阵 时 ， 例 2 极 易 证 得 ,因为 由 4'A=BB 即 得 

(BA-')'(BA-') = (A-')’B'BA-!=1 

这 说 明 8 = 84 :是正 交 阵 ， 由 此 即 得 也 = 84.， 


8$4 许 尔 定理 


设 A= (aij)rxn, B= Cbij)nxnsi 记 CA* B= (aijbij)nyno 

定理 4 设 4 与 也 都 是 z 阶 半 正 定 阵 ， 则 4# 昌 也 是 半 正 定 阵 ! 
当 A 与 B 都 是 正定 阵 时 ，4# 了 3 也 是 正定 阵 。 1 

证 设 B 的 秩 为 r， 由 第 八 章 定理 5 的 〈i， 存 在 7rxmn 行 满 秩 


。1A0。 


竹 G, 使 B=G/G。 记 G’= (gij)xxr, 日 = (bij)xxx， 划 bj= 局 BikBjr 
jj=1,2,…sn。 设计 = (xx Xn) , 则 实 二 次 型 ， 
xX’(AxkB)X= by Xiqijbijx; 


= 3 xiongeagjpxi 


人工 
= D3 Daum Cign) (30) 
er 
车 记 
VOXxigitstd =1,2, N39k = 1,2,. 7 (31) 


划 (30》 式 可 化 为 : 
xX’'(A*¥*B)X= by (CW, YE), 9) ACYD, YY), 1 YE ) 
k=1 


= A (32) 
其 中 
. BF = VE YY) k= 1,2,.° (33) 
由 于 4 是 半 正 定 阵 ， 故 由 第 八 章 定理 5 的 Gl), YAY:>0;k = 
1,2，…'r， 再 由 〈32) 知 ， xX(A*B)X>0。 又 4B 显然 是 实 对 称 
阵 ， 故 再 由 第 八 章 定 理 5 的 (ii 的 充分 性 知 ，A# 如 是 半 正 定 阵 。 
当 4 与 也 都 是 正定 阵 时 ， 由 瑟 的 正定 性 可 知 ，r=z, 故 〈32) 式 
应 改写 为 ; 
XxX'(A*B)X= BAy (34) 


又 由 (31) 式 与 (33) 式 可 得 
XiB1! XIBI2 *** XB1+ 


La a . x G4 机 G4 
(Wi ye) = 2821 X2822 2B2n 


XnBnl XnBns *** XnBnn 


Xl 
| Xs je (35) 
Xn 
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因为 G'/ 是非 异 阵 ， 故 由 (35) 式 显然 可 知 ， 当 x 二 0 时 ，(， 
V2:，…,Vr) 中 至 少 有 某 一 列 。 例 如 ， 不 等 于 零 ，1<<s<n。 又 由 假 
设 和 4 是 正定 阵 ， 故 yAys>>0， 所 以 由 (34) 式 知 ，x’(A*B)x>0， 
再 由 第 八 章 定理 4 的 (VY ) 的 充分 性 知 ，A*B 是 正定 阵 。 

称 定 理 4 为 许 尔 定理 。 称 4* 了 为 4 与 也 的 阿达 马 姜 积 ， 或 许 
尔 乘积 。 它 在 一 些 应 用 数学 部 门 有 用 。 它 在 理论 推导 上 也 是 一 个 有 用 
工具 。 

推论 (华罗庚) 设 4= (4i;)wxn 是 正定 阵 ， 则 对 任何 正 整 数 k，n 
阶 阵 


Ql Qt + atn 
(a ) ann = a21 Ql2 oo lin 

qf a af, 
是 正定 阵 。 

K 个 

人 aa 
证 因为 ( 周 )nxs= 公 洲 4 枯 … 米 人， 故 由 许 尔 定理 及 归 纳 法 即 得 

证 。 


例 1 因为 (六 是 正定 阵 〈 由 第 八 章 33 例 6, 取 = 让 ,所 
以 由 推论 知 ， 方 阵 


1 1 1 
25 35 (n+1)°5 
1 1 
1 
1 1 1 
(n+1)® (n+2)’ (2n)s 


是 正定 阵 。 . 

例 2 设 n 阶 实 隆 和 的 n 个 特征 值 入 ,各 ，,… ,hr 是 全 不 相同 的 负 
实数 ，C 是 于 阶 正定 阵 ， 证 明 ， 必 存在 n 阶 正定 阵 B, 使 AB+ BA’= 
-C。 
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证 由 假设 N<0=12，1， 故 入 ++X 天 0 7 j=1,2.…5n, 于 
是 由 第 六 章 习 题 12 知 , 必 存在 唯一 的 疡 阶 实 阵 了 B, 使 AB+ Bh’= -C， 
又 因 (4B+B40)/= -C/， 也 即 4B'+ B'4'= ~-C, 故 由 唯一 性 知 
3= 了 B， 即 也是 实 对 称 阵 ， 今 进一步 证 里 是 正定 阵 。 

由 假设 因为 ,ij, 故 由 第 五 章 定理 4 的 推论 ， 存 在 非 异 阵 P, 使 


/Nh 
PAP-!= | 各 。 
和 


又 4B+B4'= -C 可 写成 ，(PAP-!1)(PBP’)+ (PBP’)(PAP-')’= 
~ PCP'， 故 得 


入 和 
ha je + oo ba 


记 PBP’= 了 - (bj)nxnsPCP' =C= (cij)nxns 则 (36) 式 可 化 为 
(Mt Di) nun = (—Cij nxn 


| 一 PCP/ (36) 


由 上 式 即 得 


-~-c 0 :i,j= oo. 
Nit+Ay (~ Mi)+ (~AN) 1 =1,2,°. ,hs (37) 


又 由 假设 C 是 正定 阵 , 故 Cl 也 是 正定 阵 , 车 记 
1 
P(r) 


则 因 和 <0， 故 -和 >08i= 1,2,…,， hn。 又 入 天 和 ji 天 j, 故 由 第 八 章 $3 
例 6 可 知 ，F 是 正定 阵 。 又 《37》 式 可 写成 ，B! =C*F, 故 由 许 尔 定 
理 ，B, 是 正定 阵 ， 从 而 8= P71B1(P")' 也 是 正定 阵 。 

本 例 之 证 明 也 由 哈恩 给 出 ，( 参 阅 例 2。)》 


习 是 


1. 设 和 4 是 半 正 定 阵 (或 正定 阵 ), 且 AB=BA, 则 AMB= BA 。 
《提示 ， 应 用 本 章 (13) 式 。) 
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2. 设 和 4 是 半 正 定 阵 ，B 是 正定 阵 ， 证 明 
(i) 4B 的 特征 值 全 是 非 负 数 。 当 4 是 正定 阵 时 ，4B 的 特征 值 
全 大 于 零 。 
(ii 4B 半 正 定 〈 正 定 ) < 所 >AB= B4。 
3. 设 4 与 互 是 同 阶 非 异 实 对 称 阵 ， 证 明 ，4 是 正定 阵 的 充 要 
条 件 是 ， 对 所 有 正定 阵 B, 恒 有 tr(4B)>0。. 
《提示 ， 必 要 性 由 习题 3 的 (i) 便 得 。 证 明 充 分 性 时 ,可 设法 找 特殊 的 
B, 使 4 的 特征 值 全 大 于 零 ) 。 
4， 设 4 与 如 分 别 是 正定 阵 与 半 正 定 阵 ， 如 果 |1(1- 所 4+3[ 的 
根 全 大 于 1， 证明 B 必 是 正定 阵 。 
《提示 ， 应 用 定理 ]。) 
5。 设 4 与 如 分 别 为 正定 阵 与 铁 为 > 前 实 对 称 阵 ， 且 14-~AXBl 
的 根 入 全 小 于 1， 求 实 二 次 型 x'(4A - B)x 的 正 惯性 指数 。 
6， 设 4 是 7 阶 实 镜 象 阵 ， 求 实 二 次 型 x'4x 的 正 价 性 指数 。 
(提示 ; 因 A=Ir~2uw/， 且 wu=1， 青 对 1 与 2uw 应 用 定理 1。) 
7. 设 A4 是 n 阶 实 对 称 阵 ，B 是 n 阶 实 阵 ， 且 BA+ 48’ 的 特征 
值 全 大 于 零 ， 证 明 4 是 非 异 阵 。 
(提示 : 先 证 B4 + 4B’ 是 实 对 称 阵 ， 于 是 B4+ AB’ 是 正定 阵 ， 然 后 
对 4 与 BA+A4B' 用 定理 1， 可 仿 S1 例 2 之 证 明 思 路 。) 
8. 证明， 任何 实 方 阵 必 可 分 解 成 为 一 个 半 正 定 阵 与 两 个 对 称 、 
正 交 阵 的 乘积 。 
- 《提示 ， 应 用 极 因子 分 解 〈24) 式 ， 再 应 用 第 七 章 习题 14, 将 正 交 阵 
分 解 为 两 个 对 称 、 正 交 阵 的 乘积 ， 分 解 的 方法 可 模仿 第 六 章 83 例 1 的 
证 明 思 路 。》 
9， 设 4 是 实 正规 阵 〈 即 4 是 满足 44' = A’A 的 实 阵 )，B 也 是 
实 正规 阵 ， 己 是 非 异 阵 ， 且 了 3=P-4P， 证 肯 ， 
(i) (PP’) ?2A = A(PP’)'?, 
( 动 如 果 P=(PP')V8 是 P 的 极 因子 分 解 , 则 必 有 ，B= 
8"'48 = 8'A8， 即 相似 的 实 正规 阵 必 正 交 相 似 , (参阅 第 七 章 13 题 ， 
在 那里 ， 是 用 实 正 规 阵 的 正 交 相似 标准 形 解 决 问题 的 。) 
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(提示 ， 对 实 正规 阵 4 与 B 来 说 ， 先 证 存在 多 项 式 f(%), 使 A’= 
f(A) ,B' = 1(B)， 然后 证 (P/P)4= A(PP/)， 再 用 第 1 题 便 得 (i)， 由 
(i) 便 得 (ii)。) 

10 . 设 Q1,042，*… ,Qn 是 全 不 相同 的 正 实数 ， 证 明 ， 
| 
( (+ 门人 (ai Tar), 


是 正定 阵 。 
《提示 ， 应 用 许 尔 定理 及 其 推论 。) 
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第 二 部 分 “线性 代数 的 “几何 理论 ” 


第 十 章 ”线性 空间 与 欧 氏 空间 


$1 基本 概念 与 基本 结论 


本 章 的 基本 概念 有 三 ， 一 是 线性 空间 的 概念 以 及 与 之 有 关 的 概 
念 ， 基 、 维 数 、 坐 标 等 ， 二 是 线性 子 空间 的 概念 以 及 与 之 有 关 的 概 
念 ， 和 空间 与 交 空 间 、 线 性 包 、 子 空间 的 直 〈 接 ) 和 等 ， 三 是 欧 氏 空 
间 《〈 带 有 内 积 的 实 线性 空间 ) 的 概念 以 及 与 之 有 关 的 一 些 概念 ， 内 
积 、 长 度 、 交 角 等 。 

本 章 的 基本 结论 ， 有 关 线 性 空间 的 ， 有 如 下 四 个 ， 

定理 1 设 ca:，…,cp 与 B1,B,,…,Bq 是 数 域 K 上任 一 线性 空间 
V 中 的 两 组 向 量 ， 如 果 :，(i ) 每 一 有 都 是 clyc:，…，0p 的 线性 组 合 
7 = 1，2，…s9, (这 )4>D, 则 Bi,B,，…,Ba 必 线 性 相关 。 

定理 2 ” 数 域 K 上 的 线性 空间 V 是 有限 )n 维 线性 空间 的 充 要 条 
件 是 ，(Ci)V 中 有 个 向 量 Q1,4;，… sar 线性 无 关 ，(ii)V 中 任 一 向 量 都 
是 wy，…son 的 线性 组 合 。 

定理 3 ”对 数 域 上 的 n 维 线性 空间 中 任意 7 个 线性 无 关 向 量 4， 
Qs0731 志 7? hs 必 存 在 V 中 向 量 ,Qreis…,0rs 使 {Qi Gr Qriis……， 
cj 是 Y 的 一 个 基 。 
(注意 ， 基 是 个 整体 概念 ， 它 由 基 向 量 01,0;，…,0r 组 成 。) 

定理 4 ” 设 {Q1,Q，… 0x} 与 {B1,B,，… ,Bn} 是 数 域 K 上 1n 维 线性 空 


间 V 的 两 个 基 ， 又 所 = 习 pj0j, 则 由 基 {a4,02，…，0m] 到 基 {Bi，Bi，…， 
B} 的 过 湾 矩 阵 ， 
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pi: pz21…Dni 


了 12 P22'"° Drs 
12 DP2n'**Dnn 
必 是 非 异 阵 。 
关于 线性 子 空间 的 基本 结论 有 如 下 四 个 ， 


定理 5 ” 数 域 K 上 的 线性 空间 V 的 非 空子 集 8 是 〈 线 性 ) 子 空间 
的 充 要 条 件 是 ，(i)e +BES,Va,B8ES, (ii)ka ES，vVeES， Vk EK,。 或 
者 ， 等 价 地 ，ka + 18ES, Yk,1EK, V4,B8ES。( 此 处 记号 VY 表示:“ 对 
所 有 的 ”)。 

定理 6 设 V 与 V: 是 数 域 K 上 任 一 线性 空间 V 的 两 个 子 空间 ，; 
则 下 列 两 个 《〈 非 空 》 子 集 都 是 V 的 子 空间 : 

Vi+y={at+oy VarEyvaEVy.( 称 Vi+V 为 和 空间 )， 

站 人 Vo={algEVi,0EVs}。( 称 ViNV 为 交 空 间 ) ， 
并 且 ， 当 VV 与 Vs 都 是 有 限 维 子 空 间 时 ， 则 成 立 “ 维 数 公 导 

GCViD)+GCYV)=dCVITYVYD)+TdOVZInYV，) (1) 

其 中 dW ) 表 示 有 限 维 线性 空间 W 的 维 数 。 

定理 7 设 V 与 Vs 是 数 域 K 上 的 线性 空间 V 的 子 空间 ， 则 

(iD 和 空间 Vi +VYs 是 直接 和 : V1BV; 的 充 要 条 件 是 Vi+V 的 零 
向 量 9 (也 是 VV 的 零 向 量 ) 的 表示 法 是 唯一 的 。 

(ii) 当 Vi 与 V, 都 是 有 限 维 子 空间 时 ， 则 V+V。 是 直接 和 :中 
Vs 的 充 要 条 件 是 : dVi+V,)=4d(V1) +d(V;)。 
此 处 直接 和 V1@BV, 之 定义 是 ，Vi+Vs 是 和 空间 ， 且 VNV,= {0}。 

定理 8 设 41,0;,…,0s 是 数 域 K 上 的 线性 空间 V 的 任意 s 个 向 
量 ， 则 下 列 被 称 为 “线性 包 ” 的 非 空子 集 ， 


了 (Ci Ca ,0s) = {Sia Vi EKsi =1,2, 9} (2) 


必 是 Y 的 子 空间 ， 且 其 维 数 是 “生成 向 量 组 ”0& ,0,,…, as 中 的 极 大 
线性 无 关 组 中 的 向 量 个 数 。 
有 时 亦 称 L(Q1,82,… 0s) 是 由 04902, '30s 生成 ( 张 成 ) 的 子 空间 。 
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关于 哆 氏 空 间 的 基本 结论 先 有 如 下 三 个 : 
定理 9 设 c 与 8 是 欧 氏 空间 中 任意 两 个 向 量 ， 风 
(a,8)’<(a,0)*(B,B) (3) 
而 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 ，% 与 8 线性 相关 〈 此 处 (c,8) 表 示 4 与 8 的 
内 积 )。 
称 〈《3 ) 式 为 柯 希 一 许 瓦尔 兹 不 等 式 ， 或 柯 希 一 布 混 雅 可 夫 斯 基 
(ByH54KOBCKHV) 不 等 式 。 
推论 ”对 欧 氏 空间 的 任意 两 个 向 量 c,8, 成 立 “ 三 角形 不 等 式 ”: 
lle+Bill<lell+ jel， (4) 
而 等 号 成 立 〈 此 时 称 等 式 (4) 为 商 高 定理 ) 的 充 要 条 件 是 < 与 6 正 
交 〈 即 (a，B) = 0)。 其 中 jej 表示 向 量 w 的 “长 度 > ， 即 lajl= (6， 
CD)172。 


定理 10 7 维 欧 氏 空间 V 的 任意 两 个 向 量 “ 与 8 在 【的 任意 一 
个 基 {21,02,… Qn} 下 ( 即 2xc=w， B= 2yoi)， 其 内 积 是 一 个 双 线 性 


型 :(c,B) - 尺 《qis07)Xxiyj, 且 “ 度 是 矩阵 2 ， 
| (G1 901) °° (G1 0n) 
| ET 
(Qns01) (Gn sOn) 
是 正定 阵 
定理 11 有 限 n 维 欧 氏 空 间 必 存在 “标准 正 交 基 ”; {e182，… ,En} 
即 (eiy8j) = O731,j = 1,2,. ,no 
欧 氏 空间 理论 的 另外 三 个 结论 将 在 83 与 $4 中 叙述 。 
注 本 章 中 另外 两 个 重要 的 概念 ， 线 人 性 空间 的 同 构 与 哆 氏 空 间 的 
同 构 将 在 下 一 章 提 及 。 


$2 线性 空间 的 性 质 ， 基 与 维 数 的 求法 


一 、 线 性 空间 的 公理 系统 的 讨论 与 运用 
线性 空间 是 在 考察 了 几何 、 代 数 、 分 析 等 具体 数学 对 象 及 其 运算 
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所 具有 的 共同 性 质 的 基础 上 ， 抽 掉 这 些 对 象 的 其 体 属性 ， 取 出 它们 的 
共性 而 形成 这 个 “抽象 ”概念 的 ， 它 的 确切 意义 如 下 ， 

定义 ” 设 V 是 一 些 元 素 ( 称 为 “向 量 ”》 的 非 空 集合 ,，K 是 数 
域 ,如 果 对 V 中 任意 两 个 元 素 4 与 B, 定 义 某 种 加 法 :*+”, 记 为 4+B， 
使 满足 : 
(40):a+BEV,Va,BEV, 且 a+B 由 4 与 8 唯一 确定 。 换言之 ， 加 法 
运算 是 “封闭 的 ”与 “ 单 值 的 ”。 
(41); (a+B) +7=Qt+ (B+7),Va,B,?EV。 换言之 ， 加 法 运算 满足 结 
合 律 。 
(4,) :至少 存在 一 个 元 素 9, 使 得 

QtO=0=0ta, VaEV, 
言 之 ，9 对 Y 的 加 法 运算 与 数 0 对 数 的 加 法 起 同样 的 作用 ， 称 9 为 
需 向 量 。 
《4s:) :对 任何 <EV, 至 少 存 在 一 个 6EVY ,使 
CC+G=0=0+0， 
换言之 ， 对 V 的 加 法 运算 来 说 ，6 起 着 数 的 加 法 中 一 个 数 的 负数 相同 
的 作用 ， 称 6 为 的 负 向 量 ， 
《4,); 对 V 中 任何 两 个 元 素 “ 与 8, 恒 有 ， 
a+B=B+a, Va,BEV 

换言之 ， 加 法 运算 满足 交换 律 。 

又 车 对 中 任 一 数 k 以 及 V 中 任 一 元 素 "， 定 义 某 种 乘法 :“，”， 
称 为 数 《〈 量 ) 乘 (法 )， 记 为 ke =k*a, 使 满足 : 
(Mo): ka=ak 是 V 中 元 素 ， 且 ke 由 有 与 4 唯一 确定 。 换言之 ， 数 乘 
是 “封闭 的 与 “ 单 值 的 > 。 
(Mi):k(a+B) =kat+kB,VkEK,Va,BEV。 换言之 ， 数 乘 满 尼 “向 量 
分 配 律 ”。 
CM,);: (kK+Da=ke+la,Vk,1EK,YaEV。 换言之 , 数 乘 满足 “数量 分 
配 律 ”。 
(Ms):k(la) = 《kDa,Vk,1Ek,YaEV 换言之， 数 乘 满足 “数量 结合 
律 ”。 
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(M): 1l*0=Q,VaEV, 
则 称 了 为 工 上 的 线性 空间 〈 或 向 量 空间 ) 。 称 K 为 基 域 。 

当下 是 实数 域 民 , 称 RR 上 的 线性 空间 为 实 空 间 。 又 称 复 数 域 C 上 
的 线性 空间 为 复 空间 。 

严格 地 说 ， 线 性 空间 应 如 此 定义 :“ 线 性 空间 是 这 样 一 个 “代数 系 
统 '( 或 体系 ), 它 包括 一 个 非 空 集合 V 与 一 个 数 域 K 以 及 两 个 运算 : 满 
足 公 理 (4&0)~(44) 的 V 的 加 法 运算 与 满足 公理 (Mo 一 (MD 的 Y 与 天 
的 数量 乘法 运算 ”。 由 于 我 们 讨论 的 重点 是 V, 故 也 称 V 为 数 域 K 上 的 
线性 空间 ,有 时 在 没有 混淆 的 情形 下 , 将 “ 数 域 K 上 ?” 四 字 也 省 略 掉 。 

为 以 后 讨论 方便 起 见 ， 我 们 将 常见 的 线性 空间 罗列 如 下 : 

例 1 数 域 K 上 的 n 维 列 向 量 集合 ， 记 为 K"”， 对 通常 的 向 量 加 法 
以 及 FK 的 数 与 向 量 的 乘法 ， 是 K 上 的 线性 空间 ， 称 K" 为 列 向 量 空 
间 。 若 =R, 称 R" 为 实 列 向 量 空间 。 

例 2 数 域 K .上 mxn 阵 集合 ， 记 为 Mom(E)， 对 矩阵 通常 的 加 法 
与 数量 肝 法 ， 是 上 的 线性 空间 ， 称 Mmn(K》 为 矩阵 空间 。 当 m=n 
时 ， 记 为 Mn(K), 称 Ma(K) 为 方 阵 空 间 。 

例 3” 数 域 K 上 的 次 数 不 大 于 nn 的 多 项 式 集合 添上 零 多 项 式 0, 记 
为 Kx[x] ,对 多 项 式 通常 的 加 法 与 数 乘 ， 称 Kn[x] 为 多 项 式 空间 。 

例 4 实 闭 区 间 [o, 妇 上 的 连续 实 值 函 数 集合 ， 记 为 RLa,bJ， 对 函 
数 通常 的 加 法 与 数 乘 ， 

(f+ 8) (xX) = f(x) +g(x), Vfg ERLa,b], Vx ELa,b], 
(kf) (x) =kf(X) ,VEER, YIE RLa,b1, Vx ELa,b]. 

称 RLa,b] 为 连续 落 数 空间 。 

例 5 复数 域 C 是 实数 域 R 上 的 线性 空间 ， 其 加 法 运算 是 复数 的 
加 法 ， 数 量 乘法 是 实数 与 复数 的 乘法 。 

例 6 ”实数 域 R 是 有 理 数 域 OQ 上 的 线性 空间 ， 其 加 法 运算 是 实数 
的 加 法 ， 数 量 乘法 是 有 理 数 与 实数 的 乘法 。 

抽象 线性 空间 的 作用 在 于 ， 由 它 得 出 的 一 切 结论 对 庄 如 上 述 各 全 
中 具体 的 、 和 名 别 的 线性 空间 均 正确 。 因 此 在 很 大 程度 上 ， 它 可 以 代替 
这 些 具 体 线性 空间 的 研究 ， 这 体现 了 由 一 般 指导 具体 的 优越 性 。 
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由 于 线性 空间 是 满足 (4)~ (4) 以 及 (Mo ~ (M) 这 十 条 公理 的 
代数 系统 ， 故 讨论 线性 空间 的 性 质 时 ， 只 能 以 这 十 条 公理 以 及 由 这 些 
公理 推导 出 来 的 结论 为 依据 ， 这 就 要 求 我 们 十 分 注意 推理 过 程 的 逻辑 
性 与 严密 性 ， 为 说 明 这 一 点 ， 今 举 数 例 于 下 ， 

例 7 证 明 ， 线 性 空间 V 的 零 向 量 以 及 中 任 一 向 量 的 负 疝 量 是 
唯一 的 。 

证 先 证 零 向 量 的 唯一 性， 设 8 与 0 都 是 Y 的 零 向 量 , 则 由 公理 
(4,) 知 ，0=0+0’=0’， 故 零 向 量 只 有 一 个 。 

再 证 负 向 量 的 唯一 性 ， 设 6 与 都 是 4EV 的 负 向 量 ， 则 


0'=0+0/ (由 公理 (4,)) 
= (6+0)+0 (由 公理 (4,)) 
=0+(g+0’) 《由 公理 (4,)) 
=06+0 (由 公理 (4,)) 
=6 《由 公理 (4,)) 
例 7 的 证 明 过 程 说 明 ， 在 证 明 某 一 结论 时 ， 每 一 步 都 要 有 根 有 


据 。 | . 
由 于 & 的 负 疝 量 6 是 唯一 的 ， 故 今后 记 5= -0&。 
例 83 证 明 ，k0=0,VkEK。 


证 因为 

ka +kO=k(a +0) (由 公理 (M,)) 
=ka (由 公理 (4,)) 

故 由 公理 (4,) 可 知 ， 
(~ka)+ (ke+k0) =(-ka)t+ke (5) 

所 以 

0= (~ ka) + ka 《由 公理 (4,)) 
= (~ka) + (ka +k0) 《由 (5) 式 ) 
=((—ka)+ka) +kO | (由 公理 (4,)) 
=0+k0 《由 公理 (4,)) 
=k0 (由 公理 (4,)) 


例 9 设 41,0;,…,0s 是 线性 空间 V 中 任意 :个 向 量 ,s 宇 3, 定义 ， 
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Ye 一 CI++C2s 十。… 二 as = 《Ci 十 02 十 十 0s_-i) 十 0s， 则 对 任何 满足 : 


1<k<<s 一 1 的 有 ,都 有 
Qi+Q+ .+Os= (0 +0 + TO) + (Opryit+ .+ 0), (6) 
也 就 是 说 ，& +@;+…+0s 是 V 中 唯一 确定 的 向 量 ， 它 并 不 依赖 在 运 
算 过 程 中 所 加 括号 的 方法 。 
证 对 s 用 归纳 法 ， 当 s= 3 时， 就 是 公理 (41)， 设 (6》 式 对 s 一 1 
成 立 ， 则 对 1 和 kK<s- 2， 恒 有 


Qt te t= (0 +0 + 1) ts (由 定义 》 
=((Q + tOr) + (Qt 
十 十 Cs_1)) 十 Crs (由 归纳 法 假设 ) 
= (G1+ .+Ak) + (CQpr 
十 十 0s_1) 填 Cs) (由 公理 (A1))》 
= (Qt +Qk) + (Qkrtt ee 
+ Qs-_1+Qs) (由 归纳 法 假设 》 


当 k=s 一 1 时 ， 就 是 定义 所 述 ， 故 对 1<k<s -1 的 k, 恒 有 6》 式 。 

例 10 设 ca，…cs 是 线性 空间 V 的 线性 相关 向 量 ， 则 对 Y 中 
任何 向 量 4s41，…s0r, 向 量 组 84,02，… 0s,0541，… ,0 仍 线性 相关 。 

证 由 假设 ， 存 在 天 中 不 全 为 0 的 数 K.,Kk，… ,ks ,使 成 立 ，Kici 二 
Kaas 十 … 十 Ksas= 0 由 例 8 知 ，0"Qi=03t=5+1 oo 故 由 (4c)， (4,) 
以 及 (6) 式 可 得 

ko te + kGs +t O00srit e+ O00n=0+...+0=0, 
而 is*… skss0,…,0 仍然 不 全 为 0， 故 ct，…s0syas+l*…scn 线性 相关 。 
今后 ， 在 推理 过 程 中 只 要 有 根 有 据 ， 就 不 再 一 步 步 地 详 述 其 依据 
所 在 。 

线性 空间 的 公理 系统 本 身 有 一 个 问题 也 是 值得 注意 的 ， 即 在 这 些 
公理 中 ,是 否 有 某 些 公理 可 以 由 其 他 公理 推导 出 来 ,这 便 是 所 谓 公 理 的 
“独立 性 ”问题 ， 下 面 将 证 ， 加 法 交换 律 (44) 是 不 独立 的 ， 它 可 由 其 
他 公理 推导 出 来 ， 这 就 是 下 面 的 

命题 ”如果 非 空 集合 Y 上 定义 的 加 法 运算 满足 公理 (4o) ~ (4s)， 
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V 与 数 域 K 的 数量 乘法 满足 公理 (M0)~(M,), 则 VV 是 上 的 线 件 空 
间 。 | 
证 ”只 要 由 假设 的 诸 公 理 推导 出 加 法 交换 律 即 可 ， 任 取 2,B8EV， 
考虑 Y 中 元 素 (1+ 1)。(e+B)， 依 次 用 公理 (M:) (MD 、CM4) 与 (6) 式 ， 
即 得 
(1+1)(c+B)=1*(C+pB) +1 (+B) 
=(lx+lp8)+T(LC+1*p) 
=(c+pB)+(c+ 有 ) 
=C+pB+o+p 
又 由 公理 (MD)、(M:)、(M4) 与 〈6) 式 得 到 
(1+1)。(C+pB)=(1+1)x+(1I+1)。B 
=( 12+iec) +(18+18) 
= (0+0) + (B+B) 
=Qa+a+B+B 
故 由 公理 (4,) 与 (Mo) 得 到 
a+Btath=ato+B+B 
再 由 公理 (4,)、(41) 与 (6》 式 ， 
(~Q+ta)+(B+a) + (B+(-B)) 
=(-ate)+(a+B)+ (B+ (-B)) 
所 以 由 公理 (4,) 与 (4,) 就 得 到 ， 
Bt+a=a+B . 
除了 公理 (4,) 外 ,其 他 九条 公理 是 否 还 有 不 独立 的 公理 ? 另外 ， 
线性 空间 十 条 公理 中 是 否 有 不 是 (4,) 的 其 他 不 独立 的 公理 ? 这 些 问 
题 将 在 习题 中 回答 其 一 、 二 ( 见 第 1 题 与 第 2 题 )。 
对 本 段 说 的 两 个 问题 ， 严 格 的 逻辑 性 问题 以 及 适当 注意 公理 系统 
的 独立 性 问题 ， 初 学 者 一 开始 就 要 予以 重视 。 
二 、 基 与 维 数 的 求法 
先 回 顾 一 下 基 与 维 数 的 定义 。 
定义 ” 设 站 是 数 域 忆 上 的 线性 空间 ， 如 果 (i 中 至 少 有 n 个 疝 
量 ccz，…yan 线性 无 关 ，(ii) Y 的 任何 n+1 个 向 量 都 线性 相关 ， 则 
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称 V 为 (有限) n 维 线性 空间 。 称 n 为 V 的 维 数 ， 称 01,4;,…as 的 全 
体 : {015029… 04} 为 V 的 一 个 基 ,而 称 好 为 基 向 量 ;;i = 1,2,…,n。 如 果 
线性 空间 V 有 任意 多 个 线性 无 关 疝 量 ， 则 称 V 为 无 跟 维 线性 空间 。 

给 定 一 个 线性 空间 后 ， 先 要 判断 它 是 否 有 了 良 维 线性 空间 ， 在 判断 
过 程 中 ， 可 以 求 出 有 限 维 空间 的 基 与 维 数 。 一 般 说 来 ， 解 决 上 述 问 题 
并 不 都 是 容易 的 ， 要 根据 具体 的 线性 空间 找 出 具体 的 解决 办 法 ， 如 下 
列 数 例 所 示 。 

例 11 天 ”是 数 域 K 上 的 于 维 线性 空间 。 

这 是 因为 ，n 维 标准 单位 向 量 else:，…ex 线性 无 关 ， 且 六 ”中 任 


一 向 量 z = (Xi,X,，…sxs)' 都 是 e1,61，…sen 的 线性 组 合 ;x = 习 xier, 族 
由 定理 2,d(K") =h。 ~ 

例 12 d(C(Mnn(K))=mn, d(M(K)) = 有 2。 

这 是 因为 ， 任何 mxn 阵 A 人 = (qij)mxn 必 可 表 为 Ei; 的 线性 组 合 ， 
4A= 衬 习 ojBio 其 中 Ey 是 ; 行 1 列 元 为 1。 其 余 元 素 为 0 的 四 xz 阵 ， 
易 知 Ei; 线性 无 关 ， i=1,2,.1m,j =1,2,°°ho 

例 13 d(K[x])=n+1。 

这 是 因为 1,x,X*,… sx" 是 Kn[x] 的 一 个 基 。 

例 14 数 域 K 上 所 有 多 项 式 的 集合 ， 记 为 K[x], 对 多 项 式 通 常 的 
加 法 与 数 乘 成 为 上 的 线性 空间 ， 且 是 无 限 维 线性 空间 。 因 为 ,对 任 
何 正 整 数 1,1,x，…*x2 线性 无 关 。 yy 

例 15 复数 域 C 是 实数 域 R 上 的 二 维 线性 空间 。 

这 因为 ，1,/ 二 1 对 有 线性 无 关 ， 而 任 一 复数 z 是 1, /~1 的 
线性 组 合 :z=a+bw -1 (a 与 b 是 实数 。》 

例 16 实数 域 R 是 有 理 数 域 9 上 的 无 限 维 线性 空间 。 


这 要 用 到 埃 尔 密 脱 (Hermite) 的 一 个 结论 ; “c= lim (+ i ) 是 超 
越 数 ”。 所 谓 超越 数 2, 即 上 + 决 不 是 任何 有 理 系数 多 项 式 的 根 。 换 言 之 ,对 


任何 正 整 数 ， 以 及 有 理 数 qo,41，… ,qs 如 时 ， do tqit + + gnt*= 0, 
则 必 gu= gt = =g= 0 也 即 1,1 5 如,…,t" 对 9 线性 无关 。 由 此 定义 ， 
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对 任何 正 整 数 1 应 用 埃 尔 密 赔 的 结论 知 ，1,e, es， …， 姑 对 QQ 线性 无 
关 ， 即 尺 中 有 任意 多 个 对 @ 线性 无 关 的 向 量 1,e,…,e", 故 R 是 @Q 上 
无 限 维 线性 空间 。 

例 17 设 8 是 有 理 数 域 , 记 Q (V2, V3)={atbV2+ 
cM 3 +dV 6 ,Vasb,c,4 EQ}, 易 证 8 是 一 数 域 ， 故 它 是 8 上 的 线性 
空间 , 今 证 ， AU(QCV 2 ,3))=4。 事 实 上 ， 只 要 证 1, /2 了，A/3， 
A/ 6 线性 无 关 即 可 (因为 由 8 (MV 2，wV3) 的 定义 , 它 的 每 个 元 素 就 是 
1,M2，M 3，M6 的 线性 组 合 )。 

先 证 1, M2 对 9 线性 无 关 ， 因 为 由 +k/ 2 =0 可 知 必 有 k= 


0， 否 则 V3 = ~ 害 ,而 V3 是 无 理 数 ,此 为 矛盾 , 故 K=0, 因 而 ki = 0。 


再 证 1, V2， 3 对 Q 线性 无 关 ， 因 为 由 ki + ko 2 +ksr/ 3 = 

0, Ki, kz,kss EQ, 可 得 ft+faw 2 = -few 3， 两 边 平方 后 得 

(k? +2ki ~ 3k) +2kkA/ 2 =0 
因为 1,A/ 3 对 Q 线性 无 关 ， 故 kiks = 0,k? +2k3 3k3 = 0。 如 果 Ki 关 0， 
则 k=0, 且 还 有 Kk? - 3K3 =0。 而 这 是 不 可 能 成 立 的 ， 因 为 V3 也 是 无 
理 数 。 同 理 可 证 k 关 0 也 不 可 能 ， 所 以 Kk1 = js = 0， 于 是 k=0, 即 1， 
MV 2， 3 对 Q 线 性 元 关 。 

最 后 证 1,M 2 ，MV3，M6 对 Q 线性 无 关 ， 因 为 由 ki+ku V2 + 
fs/3+ks/6=0 可 得 kk 2 = -V3 (ks + a 2) (ck 
Ks ,KSQ) ,如 果 Ks 与 Kx 中 有 一 不 为 0， 则 可 得 

ki+kaw 2 - - /可 

Ka 十 KeA/ 2 
经 分 母 有 理化 后 可 得 : 1+mw 2 = -M3，, 其 中 1 与 m 是 有 理 数 ， 这 
说 明 1,x/ 2 ， A/ 3 线性 相关 (对 Q) 9 此 为 矛盾 ， 故 ks=0,ks=0， 从 
而 k=ks=0。 于 是 1,V 2， v3, A/ 6 对 Q 线性 无 关 。 

例 18 Rr[a, 如 是 实数 域 R 上 的 无 限 维 线性 空间 。 

这 因为 ， 对 任何 正 整 数 x， 我 们 可 证 定义 在 [ce,b] 上 的 连续 函数 
1,Xs%?，…',X? 线性 无 关 。 事 实 上 ,可取 X=Xi,Xs， Xnt1， 而 0<CxXic 
2 < Xic<D 则 由 天 +TKix+… 二 Kox2=0 可 得 
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ko tkixi + kX 十 … + knX”1 一 0 

ko tkixz tkix2+...+kx*=0 

Ko + kiXnt1 + kox2 + .tknXrti= 0 
因为 x 了 xj,i 关 ;， 故 上 列 齐 次 方程 组 的 系数 行列 式 是 非 零 范 德 蒙 行列 
式 ， 所 以 ko =k=.… = kn =06 


$3 子 空间 的 直接 和 与 正 交 补 空间 


将 线性 空间 分 解 为 两 个 子 空间 的 直接 和 ， 或 者 分 解 为 多 个 子 空间 
的 直接 和 (其 定义 及 有 关 结 论 见 习题 5)， 是 解决 有 关 线 性 空间 问题 的 
方法 之 一 。 本 节 仅 讨论 前 者 。 

设 V 是 数 域 玉 上 的 线性 空间 ，V: 与 Vs 是 Y 的 子 空间 ， 一般 说 
来 ， 要 证 了 = 了: 申 V:, 常 分 成 两 步 : 先 证 了 = Vi+V:， 再 证 VinV:= 
{9} ,或 者 在 V 是 有 限 维 空间 时 ， 改 证 dV)=d(V1) +d(V,) (由 定理 7) 
以 代替 Yiny:={b} 的 证 明 ， 

由 于 恒 有 VV,+V;, 故 只 要 证 VEV,+V。， 也 即 要 证 V 中 任 一 
洒 量 可 以 表 成 Vi 中 一 个 向 量 与 V， 中 一 个 向 量 的 和 , 便 得 V=Vit+V,。 
但 证 明 这 一 步 并 不 都 是 容易 的 ， 如 下 面 例 2 所 示 。 

例 1 _ 设 K" 是 数 域 扩 上 的 n 维 列 向 量 空间 ,A 是 K 上 的 n 阶 阵 ， 
记 
Vi={Ax,VxXER®},V,={x|Ax=0,xEK®} 
证 明 ; Vi 与 V; 是 kK" 的 子 空间 ， 当 4 是 宕 等 阵 〈 即 42= 4) 时 ， 则 
K® = VDV,。 
证 容易 看 出 ，V' 与 了: 都 是 Ko 的 非 空子 集 ， 因 为 
kAxX+IAy = A(kX +1y) EVIS VYKEIEGKVY EECEKG， 
故 由 定理 5，Vi 是 Y 的 子 空间 ， 又 任 取 ,7EVjs 则 A&=0,A71=0, 由 
于 
ACKkE+IN) = kAE+1AN= 0, Vk,1EK 
故 嫩 +MEVs, 即 Vs 是 V 的 子 空间 。 
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当 A 蚌 罕 等 阵 、 即 42:= 4 时 ， 由 于 K" 时 任 一 向 量 可 表 成 ，x = 
AxX+(x--AX), 而 AxEVi, 又 因 A(x-Ax)=Ax--AxX=0， 故 (x 
AX) EV,， 于 是 VSVi+V,，， 因 而 V=Vi+Vs。 

设 是 VNV, 中 任 一 向 量 ， 则 5EV1， 于 是 存在 WEK"M 使 8= 
41， 又 因 EEV:， 故 4E=0。 于 是 5=41= 491=A4(41) = 4E=0， 故 
ViNVs= {0}, 所 以 KW = VDV,。 

例 2 设 a= (qis04s…s0n) EK", 且 情 ai 姑 0, 证 明 ， 

Vi={xlox=0,xEK®)}, V,= {T= (XX es Xn) | Xi = Xs = = 
xxXEKO} 都 是 Ko) 的 子 空间 ， 且 K 人 =V@BV,。 

证 易 证 Vi 与 V; 起 Ko 的 子 空 间 《证 明了 略 ) o 义 因 任 一 B= (bs 
已 po) EEC 人 恒 可 家 成 


Daib; Saibi 
b, 入 入! 
Sai a 
b) ai SJaibi 
b, b, — 1} 二 了 
B= . |= ai + | Za; = B+P; (7) 
bn ° 
Yaib; Saib; 
bn 过 : 
Pai ai 
SJaibi YaDi 
其 中 86,= 如 33 1 显然 是 Vs 的 向 量 ， 又 因 
Sa; 了 di 
i=1 i=1 
n Tab; ny 
QB = Zai bi— 全 = Faibi - (Sei; )3-2 
i=l1 3 i=1 “2 


= Yoib 一 Sajby = 
fi 产 1 


故 B.EVw 因 此 K CV,+V。， 于 是 KY=Vi+Vso 
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又 由 假设 六 0) 故 a 不 全 为 0， 故 只 二 Dir(e) = 1 于 是 oz 
0 的 基础 解 系 有 nm- 1 个 线性 无 关 的 解 向 量 ， 所 以 &(V:) =n~1。 又 显 
然 知 GCV:) 三 1，, 故 a(K(")) 三 d(V1) + dl(V;,), 所 以 K's) = 站 y:。 

必须 说 明 ，〈7) 式 虽 然 可 以 硬 凑 出 来 ， 然 而 并 不 容易 。 事 实 上 ， 
(7) 式 是 有 来 源 的 ， 其 来 源 不 仅 很 自然 ， 且 其 想法 还 可 作为 其 他 空间 
分 解 之 借鉴 。 下 面 细 述 其 来 源 。 

因为 Vi 中 向 量 X= (Xi 5Xss**sXn)/ 恒 满 足 ， 

aiX1 + dsXs + .+OnXn= 0 (8) 


由 假设 a: 大 0, 故 至少 有 一 个 i 庆 0, 为 简便 计 ， 设 01 天 0， 于 是 齐 次 方 
程 组 (8) 的 基础 解 系 为 


/~— Qi san) ) 


I 
的 n-1 个 列 向 量 ， | 
| aT!las ~aT!lan 
1 0 0 
01= 0 ，0, = 1 ，。%… 0 1= : ， 
: : 0 
0 0 


它们 可 作为 了 的 一 个 基 ， 也 即 Vi = 工 (6 302 °°»0-1)o 
又 因 V 中 任 一 向 量 (Xi,x:，…,Xn) 均 满足 x1=X%2=…=Xn。 攻 


可 作为 Ya 的 基 ， 又 由 行列 式 的 第 一 降 阶 定理 知 ， 


1 ~ Qi'(g2, ,ln) 


1 . 
(0,04,. ,0n-,| 二 : 
. ] 7 _， 
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1 
= |] | 1+a7l0a: an) 
1 


=a1 (0 +0 + +O) 0 
故 61,56,,…,0; 线 性 无 关 ， 因 而 它们 可 作为 K" 的 一 个 基 ，《〈 且 由 此 显 
然 可 看 出 : Vin := {0)), 故 K" 中 任 一 向 量 B 必 可 表 成 01,8,,…,Dn 
的 线性 组 合 : 


B=E0, +k,0, 十 … +kn_iOn_1 + krOn (9) 
也 即 


bi —a1'g, 1 —ai'as 


《10) 


故 具 要 求 出 kr, 则 由 (C9) 式 便 可 求 得 Ki0 +Ka0sT … 二 Fn-ian-ie 由 (10) 
式 可 得 

bi=ki( ~—ai!la) thks(~aiias) + .+hka-1(— ailQn) + kn 

b, = ki 十 Jin 

bs = ks + kn 


bn= kr-1+kn (11) 
依次 以 oo，…sm 乘 (10) 的 各 式 并 相 加 , 即 得 :2on = io， 


Daib: 
所 以 ，jo = -一 一 ， 于 是 由 ( 9 ) 式 即 得 
Da 


tm1 
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Zaib: 
bi 一 由 


Da 
1 


kd 十 k.0, 十 。…。 + kn_10n_1 二 二 人 


n 
Zaib: 
in 


Da; 


显然 ，BLEV1i, 这 样 就 导出 了 《7》 式 。 

将 空间 V 分 解 为 两 个 子 空间 的 直接 和 的 应 用 很 多 。 特 别 当 V 是 
欧 氏 空间 时 ， 将 在 下 面 给 出 一 个 特别 有 用 的 分 解 式 。 为 此 先 回顾 一 下 
正 交 补 空间 的 定义 。 设 WW 是 欧 氏 空间 的 非 平凡 子 空间 〈 即 W 夫 {0}， 
,WV),& EV ,如 果 对 任何 wEW, 恒 有 (a,w) = 0, 则 称 a 垂直 (或 正 
交 ) 于 WW, 以 & 上 W 记 之 。 又 记 W+={eje 上 上 W,2EV}, 则 易 证 W! 也 
是 V 的 子 空间 ， 称 W! 为 W 的 正 交 补 空间 。 

定理 12 ”对 欧 氏 空间 Y 欧 任 何 非 平 凡 子 空间 W, 必 存在 W 的 唯 
一 一 个 正 交 补 空间 W*, 使 

V= ~ WOW: (12) 

证 : 设 dW)=Kk。 因 W 也 是 欧 氏 空间 ， 故 由 定理 11 ， 可 设 &， 

ea…syer 是 WW 的 本 让 交 基 任 了 到 <EY，, 作 向 最 ， 


B= 2 (Qi) ei 


令 


则 因 


k 
0=0-B=a- (a,en)e, 《13) 
k _ 关 
(6,ej) = (a— se)ei,e7) 二 (a, £j) 一 02) (es 


= (4, 0) - Dae)0j=0; j=1,2,. ok 
部 61LW, 即 6EW!, 由 (13) 式 , 4=B+6, 帮 VV=W +Wt。 
又 任 取 2EWNW!, 则 QEW。aEW1!, 故 (4,0) =0。 由 内 积 定义 
知 ， 必 有 a=60， 故 WNW:=0。 所 以 V =W@W:+。 又 唯一 性 是 易 知 
的 。 
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当 V 是 有 限 维 欧 氏 空间 时 ， 由 定理 12,，V =W* 旬 (W+*)+, 再 由 分 
解 唯一 性 知 ，W+)+=W, 夏 W 与 W? 互 为 正 交 补 。 

下 面倒 述 定理 12 的 作用 一些 实际 问题 与 理论 问题 常 归 结 为 ;对 网 
氏 空 间 V 的 向 量 <“， 要 找 Y 的 有 限 维 非 平 凡 子 空间 WW 中 向 量 b, 使 
le ~- 8 最 小 。 这 个 问题 称 为 最 小 平方 偏差 问题 .由 定理 12， 这 个 8 十 
分 容易 得 出 ， 因 为 由 (12) 式 可 知 ，Y 中 任 一 向 量 & 必 有 唯一 表示 式 ， 
Ga=Qw+Qwt， 其 中 人 ew EW， awri EW+, 且 (4 一 aw) .上 LW , 今 证 : 

定理 13 设 W 是 欧 氏 空间 V 的 有 限 维 非 平 凡 子 空间 ,对 任 一 “6E 
V, 必 存在 唯一 一 个 cywE 儿 ,使 Ie -el 是 “点 2 c 到 子 空间 W 的 “最 
短 距 离 ”, 也 即 ， 对 W 中 任 一 不 等 于 aw 的 向 量 8， 恒 有 | 

le~oawj<le—8l 

证 因为 h 关 aw， 放 , &w -B09。 又 &w -BEW, 故 Qw-B 与 4- 

aw 正 交 ， 于 是 由 商 高 定理 (定理 9 的 推论 ) 知 ， 
le-B8P=|(e-aw +(ew-Ah=|e-eawl +lew— BP 
>>le-aw 上 ,( 因 aw-B 关 9, 故 |aw- Bl?>0) 

故 上 ja-ewll<lle-81。 

就 三 维 空间 而 言 ， 要 找 的 aw 就 是 原点 到 a 的 垂 足 的 向 量 。 因为 
一 点 & 到 平面 的 距离 以 垂 线 之 长 最 短 。 

下 述 结论 告诉 我 们 应 用 定理 13 的 具体 方法 。 

定理 14 设 克 =Z(xisa，…at) 是 欧 氏 空间 Y 的 非 平凡 子 空间 ， 
则 aw =xick+x%az 十 +Xiakr 的 充 要 条 件 是 ， X= (xX1,…,Xxx) 是 Ek 阶 
线性 方程 和 ， 

Gs02 sn OEIX= (50), (0,02), (ZX 0 7 (14) 

的 解 ， 其 中 
C01901) (01,02) °° (01 ,Qk) 
(G2 901) 0,02) "°C0, sak) 


G(@1,0,, ,0k) = ((0i, Qj) xk = 


(Qks01) Cars G2) (CarsyQk) 
称 GAs0s rs 0k) 为 G10 Ok 的 格 兰 姆 (Gram) 和 矩阵 。 
证 如 果 ow=%ai+xXaxz 十 十 Xkar 则 由 (ec -cm) 二 研 可 知 ， 对 
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任 一 站 1<i<K, 恒 有 (ec -amwya)=037= 1 2 大, 世 即 
0=(a -hie 0) = (0,0i) 一 Piai,0) 
故 得 ， 
(ist) Xj= (Q,0)s t=1,2,°" ,Kk (15) 
上 式 写 成 矩阵 等 式 就 是 (14) 式 。 
反之 , 水 是 (14) 的 解 ， 则 可 得 (15) 式 ， 于 是 将 上 述 必 要 性 
过 程 倒 推 回 去 ,并 应 用 定理 12 知 ,对 (14) 的 任 一 解 x 二 (X1,X2s Kn) 
恒 有 cw = Xi@! + X02 十 + XEQko 
注意 ” 当 01,0,，…,ar 线性 无 关 时 ，G(a1,0,，,… s,Q:) 就 是 欧 氏 空 
间 地 (ccs，…sar) 的 度量 阵 ， 故 由 定理 10， G(Q1,0,，,… ,Qk) 是 正定 阵 ， 
所 以 1G(ccz，…ar)|[ 基 0, 故 (14) 的 解 Xx 是 唯一 的 ， 当 Cl1y02。 0CK 线 
性 相关 时 ， (14) 的 解 可 能 不 止 一 个 ， 例如 x = (XisX2s rsNXn) 与 X= 
Cos 都 是 《14) 的 解 ， 则 出 定理 12， 恒 有 wos= 习 ym (= 
caw)。 当 ci= ss0: = ck= Ek 是 标准 正 交 向 量 组 时 ， 则 〈15) 式 化 
为 : 
Xi= (0,2i), i=1,2,.': ,Kk 
即 % 是 cvw 在 2 上 的 坐标 ， 此 时 
Qw= Ba, ED Ei 
上 起 给 了 定理 12 的 证 明 过 程 以 更 明确 的 几何 意义 与 证 明 思 路 。 
定理 14 在 实际 问题 与 理论 问题 上 的 应 用 如 下 : 
(i) 最 小 二 各 法 
生产 实践 与 科学 试验 中 遇 到 的 某 些 问题 ， 所 归结 出 来 的 数学 模型 
常常 是 一 个 没有 解 的 m 个 方程 、n 个 未 知 数 的 线性 方程 组 〈 称 为 矛盾 
方程 组 ) : 
Saiwi = bis = 1)2， (16) 
或 者 
Ax=b (17) 


其 中 ， A= (aij)mxns x = (X19X2s ,Xn) ,bb = (b,,b,, ,bm)’o 
方程 组 (16〉 是 在 对 (由 实验 或 观测 推断 出 来 的 ) 线性 关系 式 
b=Xial 十 Xo02 十 … 十 Xnlr 的 ba1,42，,…,0r 作 了 m 次 测量 或 试验 后 得 出 
的 ， 由 于 人 们 对 该 问题 的 规律 性 认识 的 局 限 性 以 及 测试 中 出 现 的 误 
差 ， 故 〈16) 只 能 是 些 近 似 等 式 ， 或 者 说 它 是 矛盾 方程 组 。 现 在 的 问 
题 是 ， 要 找 x = (xixz，…yxn) 的 “ 景 佳 近似 值 ", 使 总 的 误差 ， 
SH- ) (18) 
最 小 根据 测量 的 误差 估计 理论 应 取 平 方 和 ) ， 或者， 等 价 地 ， 要 
找 x, 使 
06- Axl’ (19) 
最 小 。 如 果 将 A 按 它 的 列 分 块 ， 4 = (gi,02,… 8)， 其 中 @1,02… 0x 
都 是 m 维 列 向 量 ， 则 上 述 问 题 归 结 为 找 x= (xxs，…*xa)， 使 jp 一 
(X181 十 X202 十 …Xn0r) 上 最 小 ;也 就 是 要 找 bip = XQ 十 X20z 十 … 十 Xn@n 的 
X15X2s*… Xne 由 定理 14，X = (XisX2，… Xj) 可 由 下 列 方程 组 解 出 ， 
(a1,b) ab 


Glals0,, “On)X= 本 一 呈 = AM 


(an,b) Can/ 
《对 本 问题 来 说 ，V = R ,内 积 为 (cs8) = @'B,W = 工 (Qiygswes0n))， 
而 
CQ] Oi Qiao 
Ga io so) C2 QL Cao Os Qn _AA. 


qn On 0 n/n 
于 是 〈14) 式 化 为 : 
A’Ax= 4 (20) 
也 就 是 说 ， 由 (20) 解 出 的 Y = (Xi,Xs，"… ,Xn) 就 使 bw = X01 十 Xagas + 
收 十 Xn0z,《《20) 是 有 解 的 ,因为 7(4/4) =r(4'A,A’'xX))。 
上 述 方法 就 称 为 最 小 二 各 法 。 称 (20) 式 解 出 的 % 为 矛盾 方程 组 hx 
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-5 的 最 小 二 如 解 . i 
一 般 来 说 ， 上 述 的 严 大 于 n， 即 测试 次 数 多 于 未 知 数 的 个 数 ， 这 
样 可 以 提高 x 的 精度 (如 我 国 在 1978 年 搞 的 一 个 “大 地 测量 ”问题 ,就 
归结 为 一 个 有 (m= )17 万 个 方程 、(n = )13 万 个 未 知 数 的 矛盾 方程 组 )。 
当 和 4 是 mxn 列 满 秩 阵 时 , 则 4/4 是非 异 阵 ， 些 时 〈20)》 只 有 一 
个 解 : 
X=(A4'4)-1A4 . (21) 
例 3 求 矛 盾 方程 组 
2X1—X,=3 
3X1+X2=4 
Xi+2X,=2 


的 最 小 二 乘 解 。 
2-1 
解 nA-( 了 故 由 (21) 式 得 


xz=(4A) (Ab)= (3 6 - (8)-= (Zi) 

米 注 当 4 是 列 满 秩 阵 时 ， 记 4+ = (4'/4)-14/， 则 易 证 44” 与 
A+A 都 是 实 对 称 阵 ， 是 4+44+ = Ar+,44+A4=4, 政 (4'4)-14' 是 4 的 
广义 道 〈 人 参阅 第 四 章 84。) 且 由 (21) 式 ，4x =b 的 最 小 二 乘 解 是 ,z = 
4+5。 出 此 可 见 ， 广 义 逆 与 4gw 有 关 。 事 实 上 ， 广 义 道 和 矩阵 是 由 莫 尔 
‘Moore) 研 究 与 <w 有 关 的 几何 问题 时 引进 的 。 

〈i) 函数 的 逼近 问题 

设 f(x) 是 [0,2x] 上 的 连续 实 变 实 值 函 数 ， 在 某 些 理论 问题 中 , 要 
求 某 一 “三 角 多 项 式 ”: 


Q 。 » 。 
p(X) = 3 + QCOSX 十 biSinx + 9cOS2X + bySin2X + + QarcOSkX + brsinkx 


使 | (f(x) p(x)):dx 最 小 。 其 中 ao sa1,b，…sarsbe 是 待定 的 实数 。 
今 设法 将 上 述 问题 化 为 一 个 最 小 平方 偏差 问题 。 对 实数 域 R 上 的 
连续 函数 空间 RL0,2751], 定 义 内 积 :，(f,8) = 人 jx)5(x)dx， 则 RCI0， 
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一 


27] 是 一 个 无 限 维 欧 氏 空间 ， 作 子 空间 W = 工 (1，cosx,sinx，coS2x， 
sin2x,.… ,Coskx,sinkx), 容易 证 明 ， 对 任何 lt 


27 2 了 2 7 

| cosix.sintxdx = 0， | lcosixdx =0,| 1esintxdx=0 
对 任何 1t, 的 1,t。 还 有 : 

| costeecostxdx =0， | "sinlxesintxdx =0 
0 0 

这 说 明 f=1,f1 = cosx,f, = sinx,fs =cos2x,f, = Sin2x, ,fok_1 = coskx， 
jax= sinkx 是 W 的 正 交 基 ，( 因 正 交 向 量 组 必 线 性 无 关 ), 于 是 问题 归 
结 为 ， 求 “点 ”f(x) 到 子 空间 W 的 “最 短 距离 ”, 即 要 求 出 (f(x)) w= 


Xo 十 XiCOSX 十 XSinX 十 十 Xok-_1COSKX 十 XpkSinkx 的 系数 Xoy xiy xi， 
xake 由 〈14) 式 ， 或 者 (15》 式 知 ， 这 些 %j 可 由 解 

St) = (ffi); i=0,1,.,2k 
得 出 。 但 上 面 已 证 ( 产 , 力 ) 夭 0, 当 ij, 故 上 方程 组 化 为 


(fisfi DXi= (Cf,fi) ;i =0,1, 2K (22) 
于 是 由 (22) 式 即 得 : 


2 
. f (Xx) dx 7 
coD 上 __1 | f(x)dx 
(1,1) | 12dx 2 0 
0 
(f,f2-1) 


Cfar1s hori) a cog pd 
0 


| f(x)cosixdx 


X21-1 = 


27 
f(x)costxdx, 
TJo 


(ffu) 1 
Cas far) 


on 

= fi | f(x)Ssintxdx 
| sin2txdx -2° 
0 


1 2 » 
= | f (x)sintxdx ， 
TJo 
按 题 意 要 求 ， a = 2X6 9Qt 二 Xo-19bt = Xzts 故 得 


1 27 1 2 
ao = 11 f(x)dx, a=1| J(X)costxdx 
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br = 二 | fosincxax 
了 Jo 
所 以 由 〈23) 式 确定 的 ai,bj 所 得 到 的 下 列 “ 三 角 多 项 式 ”: 


Cf(X)) yw = 人 十 六 Coeostx + bsintx) = p(X) 


(23) 


27 2 
必 使 | (ro -p(x)) dx 最 小 。 称 (23) 的 aosQ1sB1，… ars,br 为 1(X》 的 
窗 里 埃 (Fourier) 系数 。 


$4 格 兰 姆 矩阵 ， 广 义 阿 达 马 不 等 式 


设 cyas*…，4s 是 欧 氏 空间 Y 中 任意 8 个 向 量 ， 上 面 已 定义 下 述 
5 阶 和 阵 


(Qs01) (01902) (01,0s) 
(Qs901) (ozy02) . (Qs,0s) 


G(s Qs) = 


(Qs,01) (Qs,02) … (Gss0s) 

为 01,0;,…s@s 的 烙 兰 姆 矩阵 。 称 1G(ciyaa，…yos)| 为 wiygsy ,Qs 的 
格 兰 姆 行列 式 。 

格 兰 姆 移 阵 是 个 有 广泛 应 用 的 答 阵 ， 它 有 如 下 的 基本 结论 ， 

定理 15 欧 氏 空间 Y 中 向 量 01,8,,… ,4s 的 格 兰 姆 矩阵 GlQ1,0,， 
8s) 必 是 半 正 定 阵 ， 而 G(Q1,0,，…,0;) 是 正定 阵 的 充 要 条 件 是 w， 
ca*…50s 线性 无 关 。 

证 当 Q1,4,，,…,as 线性 无 关 时 ， 作 线性 包工 (casos)， 则 它 
对 Y 的 内 积 来 说 仍 是 一 个 欧 氏 空间 , 而 clyez，woks 是 工 (Clyca yo0s) 
的 基 ， 故 G(21,0,,…,4;) 是 度量 矩阵 ， 因 调 由 定理 10,G(&1,@,,…,0:) 
是 正定 阵 。 故 |G(a1,6@,,…,Qs)|>>06 . 

当 isyaa，…s0s 线性 相关 ， 例 如 ws 是 1,02，… 5,4s-1 的 线性 组 合 ， 


ou = iio, 将 1G (es0s，…s0s) | 的 第 s 列 减 去 第 1 列 的 kl 售 、 第 2 列 
的 倍 、…， 第 s- 工 列 的 ks-: 倍 ， 并 应 用 内 积 的 线性 性 质 可 得 
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(oil … (Qs0s_1) C01,0) 
(zy0)》 … (0zy0s-1) (Qs,0) 
|G(oiyas， os) | = =0 


Ge 


(as,01) a (QsyQs_1) (as,0) 


( 因 (@i,0) =0; i=1,2,..,3)。 

根据 上 述 两 点 ， 对 任意 8 个 癌 量 wlyas，…a: 恒 有 ，1G(ciyoz 
4s)| 宇 0。 但 因 GC.e1,0;,…,4:) 的 任何 k 阶 主子 阵 显然 也 是 格 兰 姆 矩 
阵 ， 故 它 的 行列 式 不 小 于 零 ， 所 以 Gla1,04，，… ,94:) 是 半 正 定 阵 。 再 由 
上 述 两 点 知 ， Gl@i,0,，…,Q;) 是 正定 阵 的 充 要 条 件 是 ， Q1s02，…sQs 线 
性 无 关 。 

由 定理 15 的 证 明 过 程 ， 可 得 : 

推论 1 欧 氏 空间 V 的 任意 s 个 向 量 41,8,，…,0s 的 格 兰 姆 行列 式 
1Glai,8，… 05) | 之 0, 而 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 ，Q1,8，，… ,0 线性 相 
关 。 

出 于 格 兰 姆 矩阵 的 半 正 定 《 正 定性 ) ， 使 我 们 可 以 充分 运用 半 正 
定 阵 与 正定 阵 的 理论 去 得 到 更 多 有 用 的 结论 。 例 如 ， 由 正定 阵 行列 式 
的 不 等 式 合计 式 显然 可 得 : 

推论 2 广义 阿达 马 不 等 式 ) 对 欧 氏 空间 中 任意 :个 向 量 @1,0;， 
"ygQsy 必 有 

|G(ai, 082, 0s) | <IT (ei,0) (24) 
而 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 ，(@i,Qj) = 05i 关 jyi,j=1,2,…;5。 也 即 ， 
Q2…sQs 两 两 正 交 。 

之 所 以 称 〈24) 式 为 广义 阿达 马 不 等 式 ， 是 因为 n 阶 实 方 阵 4= 
(C0 9 0n) FI 个 列 可 以 看 作 带 有 内 积 (& ,8B) = QB 的 实数 域 R 上 的 
n 维 列 向 量 R"”( 即 欧 天 空间 R"?》 中 的 nn 个 列 向 量 ,， 而 Gl@i,Qs,*…， 
on) = A'A, 帮 得 141?=14'4| = Geiy02 sa)1<IICopm) = IIora 
= Uae 《其 中 ti = (Qii,4wi,…,4m) ), 这 就 是 通常 的 阿达 马 不 等 式 。 


又 如 ， 由 格 兰 姆 矩阵 的 半 正 定性 及 关于 正定 阵 的 阿达 马 乘积 的 许 
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尔 定理 显然 可 得 
推论 3 设 Q1,0;,…,4s 是 欧 氏 空间 的 任意 向 量 ， 则 对 任何 正 整数 


k， 方 阵 


(QO (aig02)* (01s0s) 
(assQi (Qs,02)r (Gs, Qs)r 
A(k) = 


(Qssa)* 《sy )E (QssOs)* 
必 是 半 正 定 阵 。 当 Q1,4;，…,4s 线性 无 关 时 ， 则 A(k) 必 是 正定 阵 。 
读者 不 难 举一反三 ， 得 出 其 他 相应 的 结论 。 
例 1 设 广 (x)， f(x),…,f:《x) 是 [a,b] 上 的 连续 实 值 函 数 ， k 是 任 


一 正 整数 ， 则 
(aeoie) (人 opeoae (Jf: ed ) 


(fe) ax ) (jos ) “ (fa de ) 


nodosess 


(|.zcopeoax ) (| fceopooas ) … (fea ) 
Db k 
oo 


这 由 推论 2 与 推论 3 便 知 。 
例 2 ”证明 
| eax | 2xdx | ecsiaxax 
0 0 0 


| ”prexidx | ax | ,2sinxdx >0 
0 0 0 
24 24 PE 
| sinxse™dx | STRX。22GX | sin2xdx 
0 0 0 
证 设 原 行列 式 为 人 ,将 e”,2*,sinx 看 作 欧 氏 空 间 RL0,2x] 中 的 
2 有 
向 量 ， 内 积 是 (f,8) -|. jx)8(x)Gax。 则 e ,2*，sinx 必 线 性 无 关 ， 


这 是 因为 ， 由 
ke” + k,2* + kssinx= 0,VXE[LO,2x] 
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可 先 取 x=0, 再 取 X=X, 得到， Ki+ks=0, kie”+ks2*=0， 由 这 两 个 
方程 解 得 =k =0, 于 是 kssinx=0, 再 取 X= 2 , 即 得 Ks = 0， 所 以 
e*',2*,sinx 线性 无 关 , 由 推论 1, 它 的 格 兰 姆 行列 式 ，|G(e”* ,2* ,sinx) | 
= 人 >0。 

例 3 设 访 (x)，f(x)，… 了 (xX) 是 欧 氏 空间 R[La,b] 中 的 线性 无 关 疝 
Te 

证 明 ， 

证 先 证 ， 正 定 阵 4- (oj)ws 的 元 素 ,其 绝对 值 最 天 者 必 是 主 对 
角 元 。 事 实 上 ， 设 |ajx| 最 大 ，j 才 Kk， 则 1ajr|* 之 ajjarr 也 即 


| 8 "| = qi ~ ozxj<0, 此 与 4 的 正定 性 相 了 矛盾， 故 1ot| < ax 专 


Qjk Qkk 


sj kyj,k=1,2,° (25) 


maxai, jk;j,k = 1。2，…H。 
1>icn 


今 由 假设 及 定理 15 可 知 ， G(fisf，…sfs) 是 正定 阵 ， 帮 “(25) 式 
正确 。 
例 4 证 明 不 等 式 
2 | 2 2 
| | xcee+ 1)dx ... | ee+ 17)dx 


A= | XX + 1)dx | XX + 1 dx … | X2 2(X2 十 1)GX 
=| -1 -1 ~1 


2 2 2 
| Xx" 1(X? 十 1)Gx | MX (入 十 1)Gx | (Xx? + 1)dx 
-1 -1 -1 

2 2 2 

| Xdx | X21dx | xX"+1dx 

-1 -1 -1 


2 2 2 
2n-—1 28 一 2 网 2 
> | zx ox | .zx dx | .> dx 《26) 


Pre foe fe 
证 考虑 欧 氏 空间 RE 一 1,2], 内 积 为 (f,8) = | 1(x)g(x)dx， 则 
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易 证 ， EE 9X 与 X9 1 X0 2 天 9 1 都 是 REL= 1,2] 中 的 线性 无 
关 向 量 ， 故 由 定理 15,GCX”,X"!…X?,X) 与 G(x" Xe9X91) 都 
是 正定 阵 ， 但 《26) 式 左 端 行 列 式 A = 1G x", xn 9X2XD) 十 GOX 
x""?,。…… ,Xs1)] ,而 任意 两 个 正定 阵 委 与 之 和 的 行列 式 恒 有 ， 

|A+B|>|AI+ 1B] 
《参阅 第 八 章 例 7》 ， 故 得 

= [G(X Xl ,0 XK) + GOK Ke? X11) | 
>|1G(x",x"!, .Xx,1)| 

上 不 等 式 就 是 〈26) 式 。 

从 以 上 四 例 已 可 初步 看 到 “抽象 ”理论 的 作用 了 。 


习题 


1。 如 果 非 空 集合 V 上 定义 的 加 法 运算 , “+” 满足 公理 (4,)、 
(41) 以 及 下 述 公 理 ， 
(4,); 必 存在 0EV ,使 对 任何 EV， 和 忆 有 ; 


Qa+0O=a 
(A ,);: 对 任何 EV, 必 存在 6EV, 使 
wa+G=0 


则 公理 (4,) 与 (4,) 也 成 立 。 
(提示 : 对 60EV, 由 (4 和 )， 必 存在 0 EV, 便 6+60’=0， 由 此 式 以 及 
(4)、 (4 4) , 先 证 出 ， 5+&=0, 再 证 6+g=Q,Va€V) 
2. 下 述 证 明 是 省 正确 ? 
在 公理 (40)~(4) 与 (M,)~(M) 中 ， 公理 (4 ) 是 多 余 的 ， 它 可 
由 其 他 九条 公理 推出 。 证 明 如 下 ， 因 为 ~1E 瑟 ,所 以 由 (Mo)， 对 任何 
waEVY, 都 有 (-I)CEVY, 故 由 (CM:) 与 (M) 得 到 
&+(-~1)2=(1-1)xc=0。aEV 
以 及 
CT+0=(1+0)2=1s0=0 
这 说 明 0*e 是 零 向 量 ， 因 而 (- 1)& 是 & 的 负 向 量 ， 所 以 (4s) 可 由 其 
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他 公理 推出 。 
《提示 ， 要 回答 证 明之 正确 与 否 ， 先 要 解决 :对 任何 BEV,8#c， 均 
有 8+0w=8? 这 一 结论 的 证 明 。) 

3。 设 Mo(K) 是 天 上 的 方 阵 空间 ， 试 找 .M,(K) 的 两 个 非 平凡 子 
空间 Vi 与 V,, 使 得 Mn(K) =ViDV,。 

4. (让 ) 设 V,V,,Vs 是 线性 空间 V 的 非 平凡 子 空间 ， 证 明 ， 

(Vi+Ys)+Vs=Vi+(V+V3) 
(二) 设 VisV,，…,Vs 是 线性 空间 的 非 平凡 子 空间 ，s>3 , 定 
义 ; Vi+V+…+Vs=(Vi+Ys+…+V-D+Yys 证 明 ， 对 任何 满足 : 
1<Kk<:s 一 1 的 Kk, 恒 有 ; 
VitVst .+Vs= (Vi+tVs te + Vi) + (Veti 十 十 Vs)。 
(提示 ， 对 (ii)， 应 用 人 的 结论 ， 并 仿照 32 例 9 之 证 明 。) 
5, 设 Vi,V,，…sVs 是 V 的 非 平凡 子 空间 ， 5 之 2, 如果 ， 
ViN Vit ee tt Vi FVitt e+ Vs)=0,7=1,2,..,5, 
则 称 VV+…+Vs 是 Viyya，ys 的 直接 和 ,并 记 为 V1DV, 人 @…… 
匆 Vs， 当 VisVi，,…sVs 是 V 的 有 限 维 非 平凡 子 空 间 时 ， 则 以 下 四 个 
条 件 是 等 价 的 ， 
(i) Vi 十 Vs 是 V1,V,,…,Vs 的 直接 和 。 
(ii) (Vit et Vi) NVi=0, i=2,3,°,56 
(ii Yi+VYz+…+Ys 中 任 一 向 量 c 可 唯一 表 成 ， 
~ @=Q + te TOs QEV;i=1,2,...,8o 
(iv) dVi+t Vt et Vs) =dV) +ad(V,) + .+d(Vs), 
《提示 :， 采 用 “圆圈 ”证 法 ， 即 (iD 一 (站 由 (证 出 (ii)),(ii) 一 (iii)， 
(iii) 一 (iv),(iv)->(i) ,每 一 个 证 明 都 是 容易 的 。) 

6 . 设 V 是 有 限 维 线性 空间 ， 且 V=ViBV, 狼 … 旬 Vs, 其 中 ,Vi= 
VBViB…OVinsi=1,;2,,…ss, 而 Vi 是 V 的 非 平凡 子 空 间 ，YV5 是 
Vi 的 非 平凡 子 空间 ， = 1,2,…,8;j = 1 2，…y1io 
证 明 ， V=VnB.…DBVn DV BDVn, BBV BV GBDYVYs,. 

《提示 ， 应 用 第 5 题 .》 
7.。 设 6 是 欧 氏 空间 V 的 非 零 向 量 ， 证 明 ， 对 任何 aEV, 人 恒 有 ， 
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Coo 
Cr(5) = 号 o 


(提示 : 记 W=L(0), 则 W 是 Y 的 一 维 非 平凡 子 空间 , 再 应 用 定理 12。) 
8， 设 CI CQ2 0s 是 欧 氏 空间 V 的 正 交 向 量 组 ， 即 (ciyaj) = 0， 
iz#jsi,i = 1,2,…,5, 证 朋 ， 
Qi) 成 立 下 面 的 倍 赛 尔 - 派 塞 凡 尔 (Bessel-Parsseval) 不 等 式 ， 
Jal> Denonl: 
(ii) 当 a=&,i=1,2,.. ,5s 而 (8i,€2j) =0i1;i,j=1,2, “95, 则 &1， 
2， sEs 是 标准 正 交 向 量 组 ， 则 
lalP> Pes)? ( 太 ) 


(iii) 当 Y 是 有 限 维 空间 时 , 则 ( 究 ) 式 是 等 式 (此 时 变 为 推广 前 商 

高 定理) 的 充 要 条 件 是 ,slyg:，…,ss 是 V 的 标准 正 交 基 ( 因 而 4d(V) = S)。 

(提示 对 (Gi) ， 应 用 定理 12， 作 线 性 包 I(cuaz，… as) =W， 则 

:=Qw+Qwt， 应 用 三 角形 不 等 式 得 ，le 上 >> ew 人 P+ le 站 ,再 对 wm = 

K+kz0s+… 十 ksQs 应 用 第 7 题 、 商 高 定理 以 及 归纳 法 ,又 (ii) 及 
(iii) 由 (i》 易 得 。) 


9. 证 明 ， 
1 1 1 1 
| Xdx | Xdx | X4GX | XexdX 
0 [4 0 0 
1 1 1 i 
| Xdx | X40X | X5dx | Xe*dx 
0 0 0 0 
1 1 1 e2 一 1 
| X40GX | xsdx | xidx | XaexdX 之 一 一 一 
0 0 0 0 210 
1 1 1 1 
| Xe*dx | Xexdx | x3exdx | e*dx 
0 0 0 0 
10. 证 明 ， 
1 1 £ 
| xidx | (xs3 + 2x3sinx) dx | (Xx 十 2X4Sin2x 7GX 
一 1 -1 -I 
1 1 32 
| (xx - — 2x3sinx)dx | X4GX | (X5 十 2X5Sinsx)GX| > 之 -一 二 
_1 2625 
1 
| 江 (Xx 一 2X4in “dx| (Xx 一 2xsin'x)dx| X8dx 
1 -1 
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(提示 :将 原 行列 式 人 所 在 的 矩阵 B 拆 成 一 个 正定 阵 4 与 一 个 反对 
称 阵 S 之 和 ，B=A+S (注意 ， 应 证 4 是 正定 阵 )， 于 是 应 用 第 八 章 
的 塔 斯 基 不 等 式 (29) 式 , 得 到 ,4=1B1= 14+8>141= 32/2625。) 
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第 十 一 章 ”线性 空间 上 的 线性 映射 
$ 1 基本 概念 与 基本 结论 


本 章 的 基本 概念 有 四 个 一 是 有 关 映 射 与 变换 的 概念 ， 二 是 有 关 
线性 映射 与 线性 变换 的 概念 ， 同 构 有 映射 的 概念 ， 三 是 线性 映射 与 线性 
变换 的 矩阵 表示 的 概念 ， 四 是 与 线性 上 映射 及 线性 变换 相 联 系 的 线性 空 
间 的 一 些 子 空间 ， 如 像 空间 与 核 空 间 、 不 变 子 空间 、 特 征 子 空间 等 概 
念 。 

一 、 了 映射 与 变换 的 概念 

定义 设 S 与 T 是 任意 两 个 集合 ， 如 果 存 在 茶 种 对 应 关系 ， 记 为 
0 ， 使 得 对 5S 中 任 一 元 素 s 、 在 T 工 中 必 存 在 唯一 的 元 素 t 与 s 相对 应 ， 
则 称 o 是 5S 映 入 TT 的 〈( 单 值 )》 映射 ， 记 为 0 : st, 或 t=0Cs)。 称 1 为 
s 《在 0 下 ) 的 像 ，s 为 1 的 一 个 原 像 ， S 映 入 S 自身 的 映射 又 称 为 5 
上 的 变换 。 

5S 映 入 TT 的 映射 o 有 三 种 类 型 ，(i) 如 果 工 中 任 一 元 素 ! (在 c 
下 ) 至 少 有 一 个 原 像 *， 则 称 " 是 $S 映 到 了 T 上 的 满 射 。(ii) 如 果 S 中 
任意 两 个 不 同 的 元 素 51,s; 在 7T 中 的 像 0(s1》 与 c(s) 也 不 同 , 或 者 
说 ， 如 果 0(s1) =a(s)， 就 有 si =S，VSsis ES， 则 称 0 是 S 映 入 T 
的 单 射 。 (iii) 如 果 o 既是 满 射 ， 又 是 单 射 ， 则 称 0 是 5 映 到 T 上 的 
双 射 ， 或 一 一 对 应 。 

二 、 线 性 映射 与 同 构 映射 的 概念 及 基本 结论 

定义 设 0 是 数 域 K 上 线性 空间 V 映 入 kK 上 线性 空间 V' 的 有 映 
射 ，a: a->0(0) (EV’), Va€V, 如 果 c 满足 ; 

(i) o(a +B)=0(0) +0(B), Va,BEV; 9 

(ii) ol(ka) =Ko(ey)，VKFEK，VaEV， 
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则 称 o 是 V 映 入 V/ 的 线性 映射 ， 或 称 为 线性 算 子 ， 也 称 o 为 K- 
同 态 。 

特别 ， 当 V /=V， 则 称 o 是 了 上 的 线性 变换 ， 或 K- 自 同 态 。 当 
V'=K， 则 称 c 为 V 上 的 线性 函数 〈 或 线性 泛 函 ) 。 

定义 设 c 是 数 域 K 上 线性 空间 Y 映 入 数 域 K 上 线性 空间 V/ 的 
线性 映射 ， 如 果 o 是 双 射 ， 则 称 c 是 V 映 到 V 上 的 同 构 映 射 ， 或 称 
0 为 K- 同 构 。 如 果 了 与 V? 间 至 少 存在 一 个 同 构 颈 射 c ， 则 称 V 与 
V' 是 同 构 的 ， 记 为 了 兰 V/， 在 不 易 混淆 或 者 并 不 需要 关心 的 具体 形 
状 的 情形 下 ， 可 简 记 为 VV’。 

定义 ”如 果 o 是 欧 氏 空间 V 映 到 欧 氏 空间 V' 上 的 同 构 映射 ， 且 
满足 : 

(ol(a),0(B))= (0,8B), Va, BEV 

则 称 o 是 V 映 到 V' 上 的 《 欧 氏 空间 的 》 同 构 映 射 。 如 果 V 与 y' 间 
至 少 存在 一 个 同 构 映 射 , 则 称 欧 氏 空间 V 与 V' 是 同 构 的 ， 记 为 VV 
(或 V 衬 V')。 

同 构 映射 的 基本 结论 有 下 列 两 个 

定理 1 (i) 数 域 K 上 的 有 限 维 线性 空间 Y 与 V' 同 构 的 充 要 条 件 
. 是 ， 它 们 的 维 数 相等 ，(i) 有 限 维 欧 氏 空间 Y 与 V/ 同 构 的 充 要 条 件 
是 ， 它 们 的 维 数 相等 。 

定理 2 (i) 设 Y 是 数 域 K 上 的 n 维 线性 空间 ， 取 定 V 的 一 个 基 
{Qi1902，…s0x}, 则 映射 
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Prs 0— > (Xi Xp9Xa) = (或 pn: 0—>x) (1) 

是 同 构 映射 ， 它 使 FV 对 K'" .其 中 x 是 & 在 基 {Q1,8,，…,4x} 下 的 化 标 向 

量 ， 即 @ = es 而 Xis%yy…s 和 x 是 0 在 01504,…s0s 下 的 坐标 。 
(ii) 设 {81,62，…5En} 是 维 欧 氏 空间 V 的 标准 正 交 基 ， 则 映射 ， 


Gans 0 (X19X2s es Xn) = (2) 
十 同 构 映 射 ， 它 使 VR"。 其 中 实数 x1,X,,…,Xxn 是 0 在 基 {&1, ez，… 
sj 下 的 坐标 。 


三 、 线 性 映射 〈 或 变换 ) 的 矩阵 表示 及 其 基本 结论 
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设 V 与 V' 分别 是 数 域 K 上 的 n 维 线性 空间 与 m 维 线性 空间 ， 
{15029 500} 与 {01 和， 02 9"… 0 } 分 别 是 Y 的 基 与 V' 的 基 , 是 V 映 
入 V!' 的 线性 映射 ， 于 是 

0(0) =Q10. + A105 + oo + ma 
O02) =Q0107 + Qs20 + oo + dam 
OGn) =An0 十 QQ + 00 + nm (3) 
记 
Gil Qa1 Gol 
Qi G22 *** Any 


A= (4) 


\ Qim Usm***Qnm 


定义 称 mxn 阵 A 为 0 在 (VY 的) 基 {Q1,0,,…,0x} 与 (V/ 的 ) 基 
{aaya:，… an 下 的 矩阵 〈 表 示 ) 。 
当 Vi=V ,m=n, 0 =Q3 1=1,2,…sn, 此 时 《3) 式 化 为 ; 
ooD = Taijes i=1,2, ,7 (5) 
称 n 阶 阵 


\ Qin Qon «lnn 


为 线性 变换 0 在 〈V 的 ) 基 {oi,os，…ox} 下 的 矩阵 《〈 表 示 ) 。 

关于 线性 映射 与 线性 变换 的 矩阵 的 基本 结论 有 如 下 六 个 ， 

定理 3 设 o 是 数 域 K 上 xn 维 线性 空间 V 映 入 上 m 维 线性 空 
间 V' 线性 映射 ，4 是 o 在 基 {Q1,02，…,4n} 与 基 {Q1,43，…s,2mn} 下 的 失 
泗 。 在 同 构 映 射 1》 的 意义 下 ， 若 


Q1s “**» Un 


pn: C (X19X2s rs Xr)’ =X 《7) 
则 ; 

CQ1 TE sO 
pn: 0(0)———> Ax (8) 


“226 。 


特别 ， 当 Vi=V, m=n, Qi = 0iy i=1,2,.…,h, 即 o 是 V 上 的 线性 
变换 ， 则 由 


Dr GQG—>X | (9) 
必得 ， 
pn: O(a)— >Ax (10) 


定理 4 设 V 与 V' 分别 是 数 域 K 上 的 n 维 线性 空间 与 ; 维 线性 
空间 , {QQ 0} 与 {01 ,0 0 对 分 别 是 的 基 与 V' 的 基 , 则 对 
K 上 形 如 (4) 式 的 mxn 阵 妨 , 必 存 在 V 映 入 Vi 的 唯一 的 线性 映射 
0 ,使 成 立 (3) 式 。 也 即 ， 使 " 在 基 {&Q1 0,…,Qx} 与 基 {01 ,23,… ,Qn}) 
下 的 矩阵 恰好 就 是 这 个 4。 

于 是 ， 若 设 L(7,Y/) 是 ! 维 线性 空间 Y 映 入 m 维 线性 空间 V' 的 
线性 映射 集合 ， 则 由 (3》 式 定义 的 映射 : 

Nn,m)s 0 一 一 > 人 4 

是 L(V,V') 到 mxn 阵 集 合 Mmn(K) 上 的 双 射 。 

特别 ， 当 Vi=V,，m=n， Qi=Qi3 i=1,2,…,hn， 则 VV 上 线性 变 
换 集合 L(V,V) 与 K 上 nn 阶 阵 集 合 Mn(K) 在 由 《5》 式 定义 的 映 射 ， 

Ns): 0 一 > 人 

下 ， 是 一 一 对 应 的 。 

定理 5 设 0 是 n 维 线性 空间 V 映 入 m 维 线性 空间 V' 的 线性 映 
射 , 0 在 V 的 基 {@1,82，…,ar} 与 V7 的 基 {e1 ,043，…s4%} 下 的 矩阵 为 
mxn 阵 A ,0o 在 V 的 基 {B1,B,，,…,Br} 与 V' 的 基 {B1 ,Bs，…,Brn} 下 的 
矩阵 为 mxn 阵 B。 又 设 {a1,02,…,0n} 到 {B1,B,,… ,Br} 的 “过 渡 甜 阵 ” 
是 n 阶 ( 非 异 ) 阵 P， 即 Bi= 台 pi ah i=1,2,n, P= (py) man 
{0 yc2，… 45} 到 {8 ,Bs,，… ,Bs} 的 过 渡 和 矩阵 是 m 阶 〈 非 异 ) 阵 @ , 则 
B=Q-'AP。 换 言 之 , 0 在 V 与 V' 的 不 同 的 两 对 基 下 的 称 阵 是 相抵 
的 。 

特别 ， 当 Vi=V, m=n, 0 =@i, By =Bi i=1,2,…,n， 则 
@=P，B=P-'4P。 故 得 ， 

推论 维 线性 空间 V 上 线性 变换 5 在 Y 的 不 同 基 下 的 方 阵 是 
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相似 的 。 

在 n 维 欧 氏 空间 中 , 取 定 V 的 一 个 标准 正 交 基 {felyes，…en}， 设 
V 上 线性 变换 0 在 {fe1,8,，…s2s} 下 的 方 阵 为 n 阶 阵 妨 ， 由 定理 4， 对 
A 的 转 置 阵 A' ， 必 存在 V 上 的 唯一 的 线性 变换 , 记 为 0 ,使 0 在 
{e162，… 8} 下 的 方 阵 惟 好 就 是 A’, | 

定义 称 o 为 o 的 共 轿 变换 ,如果 0 =0 。 则 称 o 为 自 共 轿 变 
换 ， 或 称 o 为 对 称 变 换 ， 如 果 o 是 非 异 线性 变换 即 存 在 线性 变换 Tt， 
使 oz = ro =1*，1* 为 单位 线性 变换 。 记 7=0-!, 易 证 0"! 也 是 线性 
变换 ， 且 非 异 ) ， 若 0-!=0/， 则 称 o 为 正 交 变换 。 

定理 6 设 V 是 n 维 欧 氏 空间 ，0’ 是 VV 上 线性 变换 o 的 共 二 变 
换 ， 则 

(ao),8) = (8,0(B)), Va,BEV (11) 
反之 ， 如 果 线 性 变换 7 使 
(g(a) ,8B) = (cyT(B))， Va,BEV 

则 必 r=o/。 

定理 7 n 维 欧 氏 空间 VV 上 线性 变换 o 是 自 共 轧 变 换 的 充 要 条 件 
是 下 列 两 条 之 一 成 立 : 

Ga 在 的 任 一 标准 正 交 基 下 的 方 阵 是 实 对 称 阵 。 

(ii) (g(a),B)= (0,0(B)), Va,sBEV, 

定理 8 设 0 是 n 维 欧 氏 空间 V 上 的 线性 变换 ， 则 下 列 五 条 等 
价 ， 
(i) o 是 正 交 变换 。 

(iD o 是 V 映 到 自身 上 的 《 欧 氏 空间 的 》 同 构 映 射 ， 即 o 保持 VV 
的 任意 两 个 向 量 的 内 积 不 变 ，(o(e),c(8)) = (0,B)，vVes8 EV。 

(ii) c 保持 向 量 的 长 度 不 变 。 

(iV) o 把 标准 正 交 基 变 为 标准 正 交 基 。 

(V) o 在 V 的 任何 标准 正 交 基 下 的 方 阵 为 正 交 阵 。 

四 、 线 性 空间 的 关于 线性 映射 与 线性 变换 的 子 空间 

线性 守 间 V 与 Y/ 关于 线性 映射 的 子 空间 将 在 $4 中 叙述 ,线性 空 
闻 Y 的 关于 V 上 线性 变换 o 的 子 空间 ， 最 重要 的 ， 是 下 面 定义 的 不 
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变 子 空间 。 

定义 ” 设 W 是 数 域 K 上 线性 空间 V 的 子 空间 , 0 是 V 上 的 线性 
变换 ,如 果 0CW) = {oC(w)，VwEW}SW， 则 称 W 是 的 关于 vc 的 
不 变 子 空间 ， 或 称 W 为 o- 不 变 子 空间 

定理 9 如 果 W 是 n 维 线性 空间 V 的 非 平 凡 o- 不 变 子 空 s 间 ( 即 
0<dW)<n)， 则 可 “适当 ”选取 V 的 基 ， 也 即 以 W 的 基 作 为 V 的 
这 个 基 的 一 部 分 蕊 向 量 ， 使 0 在 V 的 这 个 基 下 的 方 阵 为 ， 


J 
M= (4 B (12) 
rr NAVC D 

其 中 7 为 W 的 维 数 。 

反之 如果 维 线 性 空间 VV 上 的 线性 变换 o 在 V 的 某 个 基 下 的 
方 阵 是 形 如 《12) 的 分 抉 上 三 角 阵 ， 则 VV 必 有 非 平凡 的 0- 不 变 子 空 
间 W， 旦 W 的 维 数 就 是 和 4 的 阶 数 。 

线性 空间 V 的 另外 两 个 有 用 的 具体 的 0- 不 变 子 空间 将 在 $3 中 
叙述 。 


8$ 2 线性 映射 空间 ， 全 线性 变换 环 


本 节 介 绍 线性 映射 集合 与 线性 变换 集合 的 应 用 。 

设 V 与 V' 是 数 域 K 上 的 任意) 线性 空间 ， 仍 以 LCV,V 表示 
V 映 入 V' 的 线性 映射 集合 。 今 定义 LCV,V') 的 “加 法 ”与 “ 数 乘 ” 
如 下 : 

(og+T) 0) =0(0) +t(0), YaEV, o,TELCOVV’) (13) 

(ko) (2) =ko(a), VaEV, YkEKk, o EL(V,V’) (14) 
易 证 0+7T 与 ko 都 是 V 映 入 V' 的 线性 映射 , 进一步 还 可 证 明 ， 
L(V,V/) 的 加 法 满足 公理 (41) ~ (4,); 数 乘 满足 公理 (M1) ~ (M,)， 
故 LIV,Y') 关 于 于 述 映射 的 加 法 与 数 乘 是 线性 空间 ， 称 为 线性 映射 空 
闻 ， 称 L(V,V) 为 线性 变换 空间 ， 称 V*=LCV,K) 为 V 的 共 轿 空间 或 
对 侦 空间 。 
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定理 10 设 V 与 V 分 别 是 数 域 K 上 的 n 维 线性 空间 与 m 维 线 
性 空间 ，L(V,V 是 线性 映射 空间 ，Mmn(K) 蚌 矩阵 空间 ， 则 由 (3) 
式 定义 的 L(V,V') 映 到 Mnn(K) 上 的 双 射 

Nnm: 0—>A 
必 使 LV,V 人 站 同 构 于 MmnnC(K)， 即 L(V,V) 守 Mnn(K)。 
证 易 知 由 (3) 式 定义 的 这 种 映射 16.w 必 成 立 ， 当 0m :0 一 A， 
Nnm: TB 时， 恒 有 : 
Mam: Ot+T—>A+B (15) 
Nm: ko—>kA, vEEK (16) 
所 以 L(V ,VV ) Mn (KK), 

由 定理 10 即 得 LCV,V) 守 Mi(K)，V*=LC(V，K) 之 Ki,)， 其 中 Kl， 
是 XK 上 n 维 行 向量 集 合 对 行 向 量 通 常 的 加 法 与 数 乘 所 成 的 n 维 行 向 
量 空间 。 于 是 由 定理 14(L(V,Y))= 形 ，d(Y#) =n=d(V)。 

设 V 是 数 域 K 上 任 一 线性 空间 ，LCV,V) 是 V 上 线性 变换 集合 ， 
任 取 0,TEL(V,V')， 定 义 0 与 的 “乘积 ”: 

(oT)(0) =0(T(a)), VaEV (17) 
则 易 证 oT 是 V 上 线性 变换 ， 且 LCV,V) 关 于 这 个 乘法 〈 乘 积 ) 与 线 
性 变换 的 加 法 ( 见 (13) 式 ) 满足 “结合 律 ” 与 “分 配 律 ”: 
(or)0=0GD)，Va TELCYY). 
(oO+T)D=OD+TD，p(O+7T)=p+Dr，VOTOEGLC7 7 )， 
称 带 有 上 述 加 法 与 乘法 (乘积 ) 的 线性 变换 集合 LCV,V) 为 V 上 的 全 
线性 变换 环 。 

称 带 有 和 矩 阵 通常 的 加 法 与 乘法 的 数 域 K 上 的 n 阶 阵 集合 , 仍 以 
Mn(K) 记 之 ， 为 全 矩阵 环 。 

定理 11 设 V 是 数 域 K 上 的 n 维 线性 空间 ，L(V,V) 是 (V 上 的 ) 
全 线性 变换 环 ， 又 设 Mn(K) 是 全 和 矩阵 环 ，710y:; 0 一 A 是 由 《5) 式 定 
义 的 LV,V) 映 到 Mn(K) 上 的 双 射 ， 若 ky: T>B， 则 必 

My: Ot+T—A+B (18) 
Mn: OT—>AB (19) 
称 这 个 hw 使 tn 维 空间 Y 上 的 ) 全 线性 变换 环 工 Y,Y) 与 全 矩 阵 环 
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Ma(K) 辐 构 ， 记 为 L(V,V) 对 Mn(K)。 
这 个 定理 的 证 明 是 容易 的 ， 因 为 《18) 式 是 〈15) 式 之 特例 ， 而 
〈19) 式 只 要 由 定义 《17》 式 以 及 《5》 式 立刻 可 以 推导 出 来 。 

定理 10 与 定理 11 的 意义 在 于 ， 凡 只 涉及 加 法 、 数 习 与 (变换 的 ) 
乘法 的 有 限 维 线性 空间 的 终 性 揣 射 或 线性 变换 问题 以 及 与 之 有 关 的 问 
题 ， 均 可 “化 为 ” (对 应 为 ) 殉 阵 问题 ， 用 称 阵 的 工具 予以 解决 ， 这 
就 是 所 谓 用 线 代 数 的 “解析 理论 ”解决 线 代数 的 “几何 理论 ”问题 。 
反之 ， 几 属 只 涉及 抢 阵 的 加 法 、 数 乘 与 乘法 的 有 关 撼 阵 问 题 均 可 化 为 
有 限 维 线性 空间 的 线性 映射 或 线性 变换 以 及 与 之 有 关 的 问题 ， 用 线性 
映射 的 一 套 理论 予以 解决 ， 这 就 是 所 谓 用 线 代数 的 “几何 ”理论 解决 
线 代数 的 解析 理论 问题 、 即 矩阵 论 的 问题 。 这 是 个 十 分 重要 的 思维 方 
法 。 从 这 里 开始 ， 在 本 章 及 下 一 章 中 ， 将 寻找 各 种 “手段 ” ， 反 复 运 
用 这 一 方法 去 解决 线性 代数 的 各 类 问题 。 今 先 举 四 例 于 下 。 

例 1 设 V* 是 数 域 K 上 线性 空间 的 共 斩 空 间 〈 对 偶 空 间 ) ， 
如 果 ZCV)=n，。 则 CV*)* 衬 VY。 | 

证 上 面 已 证 4(V*#)=d(V) =n, 故 dCV*)*)=d(V*)=n， 这 
说 明 (V*)* 与 VY 有 相同 的 维 数 ， 故 由 定理 1 的 充分 性 知 ，(Y*)*sV。 

本 例 用 了 定理 10 得 出 的 推论 ;V* 尘 Ks 而 n 维 行 向 量 空间 Ko 的 
维 数 为 n 是 十 分 明显 的 。 

注意 ”如 果 V 是 无 限 维 线性 空间 ， 则 在 由 某 种 方法 定义 的 维 数 的 
意义 下 ，d (V*) 不 等 于 d(V), 所 以 无 限 维 空间 与 有 限 维 空间 有 本 质 的 
差别 。 

例 2 设 Y*# 是 数 域 K 上 线性 空间 的 对 侦 空 间 , 则 必 存 在 V* 的 
基 { 开 ,J2,… fn}3V 的 基 {feiyez，…cnj， 使 

f(a7)) = 0 i,j=1,2,.,n (20) 
称 { 二 fz，… sn} 与 <Q1s02，… 01} 为 对 侦 基 或 双 标 准 正 交 基 。 

证 取 V 的 基 {@1,0.,…s4r} 以 及 K 的 基 {1}， 则 对 任 一 维 标准 
单位 行 向量 e' ,i=1,2,…,n， 由 定理 4， 必 存在 V 映 入 KK 的 唯一 线 
性 函数 塘 ， 使 天 在 这 对 基 {Q1,02,…s4x}、{1} 下 的 1xn 和 矩阵 恰好 是 
ei， 也 即 ， 
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Ci 一 0 
gi 20 
fis ai—>1 
Ciri—>0 l<i<n 
: gs>0 
今 分 别 取 i=1,2,…,n， 即 得 oj) =655 i, j=1,2, ,no 
再 证 ，{f1,f2，…,fr} 是 V* 的 基 ， 由 定理 10 ( 取 m=1)， 在 同 构 
映射 了 ， j 一 (aliasz，…y or) 下 ， 可 得 
?st fi3es:, 1=1,2,.,n 
故 由 《15) 式 与 (16) 式 得 到 ， 
Was 3 fi kie', 
叉 对 零 函数 0*《 即 0*(a) =0，VYa EV)， 恒 有 : 
Ts) 0* 一 0。 《0 是 零 行 向 量 ) 
今 戎 2 = 0, 则 由 Wu 的 单 值 性 知 ， 袜 be; =0, 但 @ ye yes 显 
然 线 性 无 关 ， 大 Ki=kz=…=kn=0， 这 说 明 太刀 六 线性 无 关 ， 
但 dV*)=n， 故 {及 ,fo,…,f} 是 Ve* 的 基 。 
回顾 一 下 非 异 ( 或 可 逆 ) 变 换 的 定义 ， 对 变换 0 ， 车 存在 变换 ， 
使 0f=to =1*, 则 称 0 为 非 异 变换 ，z 为 5 的 道 变换 , 且 记 为 ;r= oa-!。 
今 若 5 是 数 域 开 上 线性 空间 Y 上 的 非 蜡 线性 变换 ， 则 易 证 其 逆 变 换 
T=07! 也 是 线性 变换 。 
例 3 设 o 是 n 维 线性 空间 V 上 的 线性 变换 ， 若 存在 Y 上 线性 
变换 T, 使 0t=1*， 则 o 必 是 Y 上 非 异 线性 变换 。 
证 只 要 证 : 由 ot=1* 可 推导 出 to=1* 即 可 。 由 定理 11， 当 
双 身 使,): 5 一 4 人 1: T 一 B 时 ， 


My: OT—>AB (21) 

My: TO 一 BA (22) 
又 

和 sy 工学 (23) 


今 由 假设 ，0T=1* ， 而 ms) 是 单 值 映射 但 由 (21) 式 与 (23) 式 得 ; 
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AB=1,， 故 由 第 一 章 $3 例 3 知 ，BA=1, 又 h, 是 单 射 , 故 由 〈22) 
式 与 (23) 式 即 得 zz= 幸 , 即 o 是 非 异 线性 变换 。 
注意 ” 当 Y 是 无 限 维 线性 空间 时 ,由 cr = 1*, 未 必 能 推出 To =1,* 
即 5 未 必 是 非 异 线性 变换 。 例 如 : 
设 KLx] 是 数 域 K 上 任意 次 数 的 多 项 式 集合 以 及 零 多 项 式 对 多 项 
式 通常 的 加 法 与 数 乘 所 组 成 的 无 限 维 线性 空间 ， 对 KLx] 中 任 一 多 项 
” 式 J(X)=anX” 十 Qn_1X”! 十 … 十 QsX? 十 QJX 二 G40， 定义 K[Xxj 上 的 两 个 变 
换 : 
O(f(X)) =anXr-i+anXr +. + aX+a 
Tf (X)) =GnXz+I 二 Go_IX2 十 … 十 Q2X2 十 QIX2 十 GoX 
则 易 证 o 与 + 都 是 K[x] 上 的 线性 变换 ， 且 or= 1*， 但 ro 关 ly。 
例 4 证 明 ， 对 数 域 K 上 n 维 线性 空间 V 上任 一 线性 变换 0， 必 
存在 KK 上 次 数 不 大 于 n 的 多 项 式 m(X)， 使 


m(o) =o +a lt +0s 10 +Osl* =0*, sh (24) 
证 对 双 射 ou: 0 一 4， 由 (16) 式 与 《19) 式 可 得 : 
Ms doi>aidi, VaAEK, Ai (25) 


设 m(A) = 入 +as-I+T…+aG_A+a 是 和 4 的 最 小 多 项 式 ， 则 m(4)= 
全 0 二 014+cGp=0， 故 由 (25) 式 及 《〈18) 式 可 得 
Nn: Os+As_0l + tas_ 0 + Osl*—>AS taAs lt tas1At+ 
asln=0 
但 Wy: 0*->0， 故 由 Wo 之 单 射 性 即 知 25》 式 是 正确 的 。 
例 1、 例 2 用 了 定理 10， 例 3 用 了 定理 11， 而 例 4 同时 用 了 定理 
10 与 定理 11。 


8$ 3 线性 变换 的 一 维 不 变 子 空间 与 特征 子 空间 


线性 空间 V 的 关于 上 线性 变换 o 的 一 维 不 变 子 空间 在 不 变 子 
空间 理论 中 占有 重要 位 置 ， 关 于 0o 的 一 维 不 变 子 空间 是 奏 存在 的 问 
题 ， 由 下 列 结论 予以 回答 。 

定理 12 设 7 是 数 域 K 上 线性 空间 V 上 的 线性 变换 ， 则 V 有 关 


。233。 


于 go 的 一 维 不 变 子 空间 的 充 要 条 件 是 ,存在 数 和 EK 以 及 非 零 向 量 5E 
V, 使 得 

0(0) = Ma, (26) 
此 时 , W = (Co) 就 是 V 的 关于 o 的 一 维 不 变 子 空间 。 

证 设 W 是 V 的 关于 o 的 一 维 不 变 子 空 间 ,， 则 W=L(a)，9 关 
QEV。 且 0CQ)EW, 故 g(a)= Ma。 

反之 ， 若 存在 6#xEV, 使 成 立 (26) 式 , 则 W=L(a) 是 V 的 一 
维 子 空间 ， 且 任 一 8EW 可 写成 8=ka, 故 0(8) =ko(a) =KMa EL(c)， 
故 W=L(0) 就 是 V 的 关于 0 的 不 变 子 空间 。 

定义 称 (26) 式 的 数 入 EK 为 线性 变换 o 的 特征 值 ， 称 “为 5 
的 属于 和 的 特征 向 量 。 

例 1 设 Qrc, 雪 是 实 闭 区 间 fa,p] 上 任意 次 可 微 实 值 函数 按 函数 
通常 的 加 法 与 数 乘 所 成 的 实 〈 数 域 尺 上 的 ) 线性 空间 , 试 求 出 8[a,b] 
的 关于 微分 算 子 D， f(x)->f'(x) 的 所 有 一 维 不 变 子 空间 。 其 中 六 (x) 
= 《6020》 是 f(x) 的 一 阶 导 函 数 。 

解 由 假设 以 及 定理 12， 要 找 和 ER，0 关 jx) € 82[a, 中 ,使 

fx) = DCF(X)) = MX). (27) 

易 知 ， 和 = 0 以 及 f(x) =k，K 是 任 一 实数 ， 满 足 (27) 式 ， 故 入 =0 
是 DD 的 特征 值 ， 任 一 非 零 实数 都 是 了 的 属于 和 = 0 的 特征 向 量 。 放 
QCa,b] 的 关于 DD 的 一 维 不 变 子 空间 是 L(Kk) = R， 即 基 域 尺 是 8[a,b] 
的 关于 DD 的 一 个 一 维 不 变 子 空间 。 

又 对 任 一 非 零 实数 ,车 (27) 式 成 立 ， 则 由 它 可 得 ， 

9)》 M(x), 两边 积分 之 , 即 得 ，Inj(x) =Xx+c， 或 者 

f(x) = elxec = ke (28) 
故 F(x) 必须 是 (28)〉 式 的 形状 。 反 之 ， 易 证 形 如 (28) 式 的 非 零 1(x) 
满足 (27) 式 ， 这 说 明 任 一 非 零 实数 和 都 是 品 的 特征 值 ， 而 ke* 是 DD 
的 属于 和 的 特征 向 量 (k 关 0)，D 的 一 维 不 变 子 空间 是 L(e*)。 

综合 上 面 两 点 知 ，L(e*) 是 D 的 所 有 一 维 不 变 子 空间 ， 其 中 是 
任 一 实数 ， 它 全 是 卫 的 特征 值 (因而 D 有 无 限 多 特征 值 ) ,的 属 
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于 入 的 特征 疝 量 是 ke*，k 关 0。 
例 2 实 线性 空间 Q[a,b] 没 有 关于 线 性 变换 ， 
If 一 | TCDd 
的 一 维 不 变 子 空间 。 
证 若 存在 ER 与 0 关 fKx)EQLa,b]， 使 
1(1000)= | 7(DGt=Xf( (29) 
则 和 关 0 《否则 ， 由 (29) 式 知 ，f(x) = 0， 此 为 矛盾 )， 在 (29) 式 中 ， 令 
xX=a， 则 0=M(a)， 因 和 0, 放 f(a)=0。 今 在 (29) 式 两 边关 于 x 求 
导 ， 得 到 f(x) = NA(x)。 或 者 户 (x) = 半 1(x), 由 例 1 知 , f(x) = kei， 


Kk 了 关 0。 于 是 0= f(a) =ker’, 但 k 关 0,ei” 关 0， 此 为 矛盾 , 因而 这 种 
和 ER 不 存在 ， 这 种 非 零 f(x) 不 存在 ， 也 即 8 [a, 趾 没有 关于 了 的 一 维 
不 变 子 空间 。 

例 1 与 例 2 说 明 ， 同 一 线性 空间 Y 上 的 线性 变换 ， 有 的 有 YY 的 
关于 该 线性 变换 的 无 限 多 个 一 维 不 变 子 空 间 ， 有 的 则 一 个 也 没有 ， 对 
有 的 线性 变换 来 说 ， 其 至 无 法 判断 它 有 否 一 维 不 变 子 空间 ， 或 者 很 难 
判断 ， 要 解决 这 些 问题 ,就 要 用 到 其 他 数学 工具 , 例如 “积分 方程 论 ? 
的 知识 等 等 。 即 使 对 有 限 维 线性 空间 Y 来 说 ， 也 未 必 都 有 关于 上任 
何 线性 变换 的 一 维 不 变 子 空间 ， 下 面 给 出 一 个 充 要 条 件 。 

定理 13 设 数 域 K 上 n 阶 阵 4 是 KK 上 n 维 线性 空间 了 上 线性 变 
换 0o 在 基 个 基 {Q1,&,,… ,Qs} 下 的 方 阵 ， 则 数 和 XEK 是 0 的 特征 值 的 
充 要 条 件 是 ，%。 是 A 在 K 上 ) 的 特征 值 。 


证 由 定理 2， 有 映射 
pr QO—>x (30) 
使 了 兰 K'”"， 再 由 定理 2 的 〈10) 式 可 得 ， 
pus vo(e)—>Ax 《31) 
由 《30) 式 映 射 p 的 作法 ， 易 证 ， 
pn: Na—>AoN (32) 


由 于 pr 是 双 射 ， 故 由 (30) 式 与 (32) 式 知 ，0《Q) = he 的 充 要 条 件 
是 4x = 和 Xox， 再 由 定理 12 就 证 得 了 定理 13。 
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由 于 复方 降 必 有 复 特征 值 ， 故 由 定理 13 即 得 。 

推论 ? 维 复线 性 空间 Y 必 有 关于 了 上 任何 线性 变换 的 一 维 不 变 
子 空 间 。 因 而 ,任何 复方 隆 必 相似 于 复 上 三 角 阵 (参阅 第 五 章 定理 6 。) 

证 “推论 中 的 前 半 段 结论 是 明显 的 ， 今 证 后 半 段 结论 ， 设 上 阶 复 
阵 4 在 V 的 基 {ebvc:，…san} 下 所 对 应 的 线性 变换 是 w， 由 于 V 恒 有 
关于 0 的 一 维 不 变 子 空间 L(8)， 故 o 在 六 的 基 {B,,B:,…;B,} 下 的 广 
阵 B= (和 区 ) 其 中 BB, 是 一 1 阶 阵 。 于 是 由 定理 5， 存 在 非 异 隆 
Pi(P; 是 {Qa1s0s，…s0r} 到 {B1,B,，… ,Bo} 的 过 滤 矩 阵 )， 使 Pi14P,=B= 

车 部 )， 再 由 归纳 法 即 得 推论 的 后 半 段 结论 。 

推论 的 后 半 段 结论 给 出 了 用 线性 变换 的 理论 解决 年 阵 问题 的 一 个 
例子 。 

下 面 介绍 另 一 个 有 用 的 不 变 子 空 间 ， 先 分 析 (26) 式 ， 如果 a8EV 
都 是 的 属于 的 特征 向 量 , 则 o(e) =Xa,0 (8) =48, 故 对 任何 k,1EK， 


有: 
和 ol(ka +18) =KFo(c)+Ia(p8) =Ake +18) 
另外 ， 零 向 量 6 虽然 不 是 特征 向 量 ， 但 也 满足 〈26) 式 ， 这 证 得 了 集 


合 : 


Vi={alo(a) =M,0 EV} (33) 


是 VV 的 子 空间 。 称 V; 为 特征 子 空间 ， 由 Vi; 的 定义 显然 可 知 ，Vi 是 V 


的 关于 c 的 不 变 子 空间 。 

” 例 8 复数 域 C 是 有 至 数 域 CQ 上 的 无 限 维 线性 空间 ( 因 对 任何 正 
整数 n,1,e,…,e* 对 8 线性 无 关 , 参阅 第 十 章 $2 例 6 )。 求 C 的 关于 C 
上 线性 变换 o;z->z 的 所 有 一 维 不 变 子 空间 以 及 C 的 (关于 0 的 ) 所 
有 特征 子 空间 。 

解 设 XEQ, 0 了 z=atbV/ 一 了 满足 (26) 式 ， 即 z= 各 ， 也 即 

a-bMV-1= 和 (a+bVY 一 1 了 ); abER (实数 域 ) (34) 

由 z 关 0 知 ，x 关 0， 于 是 由 (34) 式 可 以 看 出 ， 有 且 只 能 有 下 列 两 种 
情形 ; 

(i) A=1, 5=0。 此 时 任意 非 零 实数 a 都 是 o 的 属于 特征 信和 =1 

的 特征 向 量 。L(0) 就 是 C 的 关于 的 一 维 不 变 子 空间 ，V 0 关 a€ER。 


* 236。 


(iD 和 = -1，4=0。 此 时 ， 任 意 非 零 纯 虚 数 bV - 1 都 是 c 的 属 
于 特征 值 X= -1 的 特征 向 量 ，L (bY ~ 工 ) 都 是 C 的 关于 o 的 一 维 不 
变 子 空间 ，V0#bER。 

有 间 如 下 : 

={z2|2=z, Zz€EC}=R 
ya z€EC}={bV/ -1, ,VbER} 

它们 都 是 Q@ 上 的 无 限 维 线性 空间 。 

由 上 例 还 附带 得 到 :V1NV-1=0,C=Vi+V-1， 故 得 ; C=V,BV-i. 

特征 子 空间 的 应 用 将 在 下 一 章 中 介绍 。 


$4 线性 映射 的 像 空间 与 核 空间 


本 节 简 略 复习 一 下 像 空 间 与 核 空间 的 概念 ， 并 给 出 它们 在 线性 方 
程 组 理论 上 的 一 个 应 用 ， 其 他 详细 的 应 用 将 在 下 一 章 中 介绍 
设 o 是 数 域 K 上 线性 空间 V 上 映 入 K 上 线性 空间 Vy/ 的 线性 映射 
记 
ol(V)={0(a), VaEV} (35) 
0-1(0’)= {alo(a)=0’,0EV} (36) 
其 中 入 是 V' 的 零 向 量 ， 注 意 ， 这 里 C-: (6') 是 个 完整 的 记号 ， 并 不 
是 说 0 是 “可 道 映射 ”。 
易 证 ， o (WV) 是 V' 的 子 空间 ，0"1(0') 是 V 的 子 空间 , 当 V'=V 
《此 时 8 =0)，o(V) 与 0-1(0) 都 是 V 的 关于 ca 的 不 变 子 空间 。 
定义 称 c(Y) 为 线性 映射 a 的 像 空间 、 或 秩 空 间 、 或 值 域 ， 称 
0-1(9') 为 o 的 核 空间 、 或 核 。 
当 V 与 V' 分 别 是 n 维 线性 空间 与 mr 维 线性 空间 时 ， 有 下 列 重要 
结论 。 
定理 14 设 o 是 数 域 K 上 nn 维 线性 空间 VV 映 入 K 上 m 维 线性 空 
闻 了 的 线性 映射 ， 则 
d(o(V)) +d(o*!1(0’)) =d(V) (37) 
当 V'=V 时 ， 在 证 明定 理 14 的 过 程 中 还 附带 得 到 ， 
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推论 设 o 是 n 维 线性 空间 V 上 的 线性 变换 ， 则 5 是 单 射 的 充 要 
条 件 是 ，c 是 满 射 。 换 言 之 ,对 有 限 维 线性 空间 7 上 的 线性 变换 来 说 ， 
单 射 、 满 射 。 双 射 是 一 回 事 。 

注意 ”上面 的 推论 对 V' 关 V 的 V 映 入 V' 的 线性 映射 未 必 成 立 。 
例如 ，Y =Mr(K)，V' = 下 0， 任 取 A=(@ 0,…,0w) EMn(K)， 映射 
0: A= (isy0a，…yQn) 一 0 是 MK)》 上 映 入 K(*) 的 线性 映射 ， 且 o0 是 
满 射 ， 但 o 不 是 单 射 。 

例 1 设 5 是 数 域 K 上 n 维 线性 空间 Y 上 的 线性 变换 ， 且 oCV) 
=V, 证 明 ， 必 存在 g(0)=as05+as_.105~i 十 二 Q0 +aol*， 使 0g(0) 
= ]* 

证 由 假设 olV) =Y 知 ，o 是 满 射 ， 故 由 推论 知 ，c 是 了 Y 上 的 非 
异 线性 变换 〈 因 双 射 必 有 道 ) 。 取 V 的 基 {81,8s,… ,4x}, 则 由 (19) 式 ， 
双 射 oo，o~: 一 4 必 使 Wo 0"1->4"!， 册 第 五 章 汉密尔顿 一 凯 菜 定 
理 知 ，A-! =g(A4)， 也 即 4g(4) =1,, 但 由 定理 10 与 定理 11 ,hw 
8《0) ~>8(4)， 故 得 Wo 0g (0) 一 485(4) =T 但 Mo: 1 一 1， 故 
0g(0) = 1*。 

在 第 三 章 中 ， 我 们 用 矩阵 的 方法 得 出 关于 齐 次 线性 方程 组 存在 基 
础 解 系 的 定理 。 今 用 线性 映射 的 理论 ， 具 体 说 ， 就 是 〈37) 式 来 重 证 
这 一 定理 。 

由 于 数 域 筷 上任 一 由 xz 阵 人 可 以 看 作 天 上 7 维 列 向 量 空间 K'" 
映 入 K"” 的 线性 映射 ，A，x->Ax( EK )。 故 对 任 一 AEMnn(K)， 
可 以 分 别 作出 其 像 空间 与 核 空 间 如 下 ， 

W={Ax,vVXEK®}, N={x|Ax=0,xEK")} 
称 WW 为 4 的 秩 空间 ,，N 为 4 的 解 空间 (也 是 4 的 核 空间 )。 由 (37) 
式 可 知 
d(W) +d(N) =d(K®)=n 

故 得 

ad(N)=n-d(W) (38) 
设 和 A 的 秩 为 7; 且 @i,sw,… sei, 是 4 的 二 个 列 疝 量 wyezy…yan 的 极 大 
线性 无 关 组 (4= (62,… ,0x))，、， 则 
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W={Ax, VXERD} = Lo, 0) = Li sis si) 
帮 dW)=r, 所 以 由 《38》 式 即 得 dCN) =n 一 +。 这 说 明 解 空间 的 维 
数 为 n-r， 任 取 六 的 一 个 基 {B， ，B，，… ,Ba-r}， 由 六 的 定义 
ABi=0, i=1,2," sh ~r 

且 因 8B,,B,,…,Bn-; 是 NN 的 一 个 基 , 故 N 中 任 一 向 量 ， 即 hx = 0 的 解 
向 量 6 必 是 Bi,B,,… ,Bar 的 线性 组 合 ， 所 以 Ax=0 存 在 基础 解 系 
{Bi1,B, ,Bn_r}o 

事实 二， 我 们 可 用 线性 映射 的 理论 建立 起 整套 的 线性 方程 组 的 理 
论 ， 请 读者 仿 上 想法 举一反三 地 证 明之 。 


习 题 


1. 设 c 是 数 域 K 上 线性 空间 上 的 线性 变换 ， 如果 0=Kk1*， 
KEK， 则 称 5 为 纯 量变 换 。 证 明 ， 当 V 是 有 限 维 线性 空间 时 ,，V 上 
某 一 线性 变换 o 是 纯 量 变换 的 充 要 条 件 是 ，o 与 V 上 任何 非 异 线性 变 
换 可 交换 。 即 ur =ro，VrE LV, V)。( 提 示 ， 必 要 性 显然 。 充 分 性 ， 
先 取 V 的 基 yway……cs， 再 应 用 定理 11 以 及 “与 任何 非 异 阵 可 交 换 
之 阵 必 为 纯 量 阵 ” 这 一 结论 。) 

2. 设 0 是 数 域 K 上 xn 维 线性 空间 V 上 的 线性 变换 ,证 明 : o 是 
纯 量变 换 的 充 要 条 件 是 (i), o 在 了 的 任何 基 下 的 方 阵 全 相同 。 或 者 ， 

(ii) 存在 和 EK， 使 VV =V)。 
(提示 ， 必 要 性 易 证 。 充 分 性 ， 应 用 定理 5 的 推论 及 第 1 题 的 结论 。) 

3. 设 0 是 数 域 X 上 线性 空间 V 上 的 线性 变换 ， 且 0 有 两 个 不 同 
的 特征 值 Aish2， 使 (0 一 入 1*)(G 一 入 ,1#) = 0#。 又 设 是 V 的 关于 0 的 
不 变 子 空间 ，《 于 是 可 ) 将 0 看 作 W 上 的 线性 变换 ， 记 为 ov， 如 果 
至 少 有 一 个 W 上 的 非 异 线性 变换 ft， 使 0wt 关 row， 则 V =Vi,BV4,。 

(提示 ， 先 由 傻 设 条 件 ，owz 关 row 以 及 第 1 题 , 证 明 o 决 不 是 V 上 
的 纯 量变 换 ， 因 而 0 了 和 .1*，0 了 和 1*。 于 是 V 中 任 一 向 量 4 可 分 解 
为 ， 
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= 1 (1 内 
a=1*(a) NN A2l¥ + 和 Al*) (a) 


-1 和 1 尝 1 A 1 光一 
一 元 (0 ~ Nl1*)(0) 十 i M1) -0) EV + Va, 


又 易 证 ; Vi, 站 V ,= {9}。) 

4. 设 REx] 是 任意 次 实 系数 多 项 式 集合 以 及 零 多 项 式 对 多 项 式 通 
常 的 加 法 与 数 乘 所 成 的 RR 上 的 无 限 维 线性 空间 ， 求 REx] 关于 微分 算 
示 DP(x)~>P'x) 的 所 有 一 维 不 变 子 空间 以 及 CD 的 ) 特 征 子 空间 。 

5， 有 理 数 域 O 上 的 无 限 维 线性 空间 ， 复 数 域 C， 求 C 上 线性 变 
换 0o:z->R(z) 的 所 有 一 维 不 变 子 空间 以 及 《0 的 ) 特征 子 空间 。 

6. 证 明 ， 有 限 维 线性 空间 V 的 任 一 非 平凡 子 空间 N 必 可 作 为 了 
上 某 个 线性 变换 的 核 空间 。 

(提示 应 用 定理 2 、 定 理 3 以 及 齐 次 方程 组 基础 解 系 的 理论 ， 先 将 
NN 的 基 {aycz，…ar} 在 双 射 px 下 对 应 成 K4 的 7 个 线性 无 关 向 量 xi， 
Xi 


x:，…xy 再 考虑 齐 次 线性 方程 组 : … |x =0 的 基础 解 系 B1,B。，…Bn-r， 


Xr 
作 n 阶 阵 (B1,B;, "Bn.r, 0,.…;0) =B, 设 B 在 V 的 基 {G04 5029°"° 0r， 
Qrtis"…s4x} 下 所 对 应 的 线性 变换 为 0， 则 N =0-:(9)。) 
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第 十 二 章 ”线性 代数 的 “几何 ” 
理论 中 的 基本 方法 


8$81 六 个 基本 方法 简 述 


以 第 十 、 第 十 一 两 章 中 的 基本 内 容 作为 讨论 的 范围 ， 在 这 个 前 提 
”下 ， 处 理 有 关 线 性 代数 “几何 ”理论 的 问题 所 用 的 基本 方法 有 如 下 六 


个 : 


第 一 ， 运 用 同 构 的 方法 。 

第 二 ， 运 用 线性 包 的 方法 。 

第 三 ， 运 用 线性 变换 或 线性 映射 ， 的 各 种 特殊 子 空间 的 方法 ， 

第 四 ， 运 用 正 交 化 的 方法 。 

第 五 ， 运 用 空间 分 解 为 子 空间 的 直接 和 、 特 别 是 分 解 为 某 个 线性 
变换 的 不 变 子 空间 的 直接 和 的 方法 。 

第 六 ， 选 取 适 当 尖 的 方法 《在 欧 氏 空间 中 ， 则 是 选取 正 交 基 的 方 
法 ) 。 

关于 第 五 个 方法 ， 在 第 十 章 83 中 已 可 略 罕 其 一 二 ,在 那 一 节 的 第 
二 段 里 ， 我 们 将 无 限 维 欧 氏 空间 分 解 为 它 的 某 个 有 限 维 子 空间 与 其 正 
交 补 空间 的 直接 和 ， 从 而 解决 了 某 些 应 用 问题 与 理论 问题 。 对 有 限 维 
线性 空间 V 来 说 ， 将 了 分解 为 一 些 子 空间 的 直接 和 ， 或 者 分 解 为 关 
于 某 一 线性 变换 的 不 变 子 空间 的 直接 和 ， 其 主要 目的 是 为 了 解决 方 阵 
的 标准 形 问题 ， 例 如， 在 第 十 章 83 例 1 中， 我 们 证 得 ， 数 域 上 n 维 
列 向 量 空间 K'” 必 有 分 解 式 : 

KM-WON (1) 

其 中 ,W ={Ax,VxEK"M},， N={x|Ax=0,xEK"}, 而 A 是 短 等 
阵 。 如 果 将 n 阶 阵 4 看 作 K'" 上 的 线性 变换 , 则 W 与 N 分 别 是 K'" 的 
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关于 A 的 像 空间 〈 它 是 不 变 子 空间 ) 与 核 空间 〈 它 也 是 不 变 子 空间 )。 
注意， 一般 维 线性 空间 V 上 的 线性 变换 的 像 空间 与 核 空间 未 必 恰 
好 是 了 关于 这 两 个 子 空间 的 直 和 分 解 ， 它 们 间 仅 能 有 维 数 关系 式 ， 即 
第 十 一 章 中 的 《37) 式 )。 由 于 方 阵 和 可 以 写成 ，A = (eraz，…，an) = 
《qij)nxns 其 中 wi 是 和 的 第 i 列 ， Qi = (ari,45i,…s4mi)'。 又 因 
‘Ae =@&,=ade1+ de + + 十 Gaien 


Ae, = 0, =Q1,61 + G2262 十 … + QnsEn 


Aen = 1 = A1ne1 + (nes + '** + GnnEn 
故 阶 阵 和 怡 好 是 Kw 上 线性 变换 4 在 K' 的 基 {e1,6,…,er} ( 它 
们 都 是 标准 单位 向 量 ) 下 的 方 阵 ， 今 由 分 解 式 (1)， 取 W 的 基 {B1,B， 
…;B*} 与 N 的 基 {Brs，…s Br}， 则 由 W 与 N 的 定义 知 ，Bi=AD， 
8:EK'" ;i=1,2，…sr 以 及 ABj=0; j=r+1,…,n。 对 线性 变换 和 4 来 
说 ， 可 得 下 列 各 式 : 
48; =4(401) = 48; = 有 8 ( 因 A =A4) 


AB; = AC(AOy) = Ad,=Br 

ABrii=0 

AB,=0 
故 线性 变换 A 在 K" 的 基 {Bi,B2，…;Brii,…sBr} 下 的 方 隆 B 是 ， 
B=(W 0 )， 故 由 第 十 一 章 定理 5 的 推论 ， 线 性 变换 4 在 K" 的 不 
同 基 {e1,62，*… er} 与 {B1,B，… ,Bx} 下 的 方 阵 4 与 B 应 相似 : 

piAP=B=(¢ 0 ) (2) 
《参阅 第 四 章 红 例 1 ,在 那里 ,用 纯 和 矩阵 方法 证 出 〈2 ) 式 。) 其 中 己 是 
基 {e1,e2，… Cex} 到 基 {B,,B,,… ,Bx} 的 过 渡 库 ， 也 . 即 P=(B,,B,,. ,Bn), 


故 只 要 找 出 W 的 一 个 基 与 六 的 一 个 基 ， 并 将 它们 的 基 向 量 排 成 4 阶 
阵 P， 就 使 (2 )〉 式 成 立 。 这 个 例子 告诉 我 们 如 何 用 线性 变换 的 理论 


*» 242。 


求 任 一 方 阵 4 的 标准 形 的 具体 过 程 : 

第 一 步 ， 取 n 维 线性 空间 V 的 一 个 基 01,0;,…,0:， 对 nn 阶 阵 和 A， 
由 这 个 基 可 得 唯一 的 一 个 线性 变换 9，( 对 上 便 来 说 ，Qi =ei; i=1,2， 
“hs 0=A), 

第 二 步 ， 设 法 将 了 分 解 为 Y 的 关于 0 的 有 限 个 非 平凡 不 变 子 空 
间 的 直接 和 [ 注 ]: 

7=VVY: 四 Gy (3) 

其 中 V1,…sVs 对 0 不 变 ，( 对 .上 例 来 说 ，s=2 ， 即 (1 ) 式 )， 取 Vi 的 


尖 ;， QiiygGQiss "Qiniy i=1,2," ,8s (于 是 训 ni=hn ), 则 c 在 V 的 基 
QiisQ29 "sO ss Qs ss2s*** Qsns 下 的 矩阵 就 是 下 列 分 块 对 角 阵 : 


其 中 4 是 ni 阶 阵 ， j=1,2,…,s《 见 十 一 章 定理 9) 。 设 cayazy…san 
到 Qn,…,Qsn; 的 过 渡 和 矩阵 为 P， 则 


P-1AP = . (4) 


不 言 而 喻 ，s 愈 大 ， 即 Vi 的 维 数 愈 小 ， 则 《4) 的 每 个 4; 的 阶 数 傅 
小 《 像 上 例 的 宪 等 阵 4，K4"” 实际 上 可 分 解 为 n 个 一 维 不 变 子 空间 的 
直 和 ， 即 比 “1 〉 式 分 解 得 更 细 。) 

以 上 两 步 就 是 所 谓 用 线性 变换 的 理论 解决 方 阵 的 标准 形 问 题 的 思 
维 方法 与 具体 过 程 。 由 于 我 们 已 用 解析 方法 〈 即 矩阵 方法 ) 更 快 地 解 
决 了 方 阵 的 标准 形 问题 ， 故 不 再 展开 对 这 一 方法 的 详细 讨论 。 不 过 ， 
这 个 思维 方法 还 是 需要 掌握 的 。 


[ 注 ] 有 限 个 子 空间 的 直接 和 的 定义 见 第 十 章 习题 第 5 题 。 
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这 里 提请 读者 特别 注意 ， 切 不 可 认为 线性 变换 的 理论 (更 有 甚 者 ， 
认为 线性 代数 的 “几何 ”理论 ) 就 是 为 了 解决 方 阵 的 标准 形 问题 ,这 样 
理解 是 不 全 面 的 。 因 为 ,这 一 点 虽然 是 第 二 部 分 的 一 个 重点 ,但 只 是 一 
个 方面 ， 本 部 分 抽象 概念 的 引进 正 是 为 了 ， 由 它 既 可 以 解决 包括 方 阵 
标准 形 在 内 的 代数 问题 ， 也 可 用 它 解决 某 些 分 析 问 题 与 几何 问题 。 

关于 第 六 个 方法 , 即 选 取 适 当 基 的 方法 ,在 第 十 章 83、84 以 及 第 十 
一 章 已 多 次 运用 过 ， 事 实 上 ， 运 用 第 五 个 方法 时 ， 就 是 要 选取 适当 的 
使 方 阵 上 共有 最 简单 形状 的 基 。 这 个 方法 经 常 贯穿 在 其 他 方法 的 运用 过 
程 中 ， 故 这 里 仅 提 出 这 一 想法 ， 而 不 再 作 详细 之 讨论 。 

以 下 将 分 四 市 人 氢 述 其 他 四 个 方法 。 


§ 2 运用 同 构 的 方法 
第 十 一 章 的 定理 1 与 定理 2 、 定 理 10、 定 理 11 给 出 三 种 同 构 上 映 
射 ， 本 节 将 进一步 说 明 它 的 应 用 。 
定理 1 指出 ， 在 同 构 映 射 pa: ge 一 《X14，…,Xn) = 二 下， 数 域 玉 上 
n 维 线性 空间 V 与 K 上 n 维 列 向 量 空间 K'" 同 构 ， 即 V 衬 K‘ 。 其 中 


| X19Xz9"…sXn 是 4 在 了 的 基 ciyaa，…an 下 的 坐标 ， 即 c = 也 xigi。 既然 


n 维 抽象 空间 V 同 构 于 具体 的 n 维 列 向 量 空间 ， 因 此 容易 设想 ，K(") 
有 什么 结论 《只 涉及 加 法 与 数 乘 两 种 运算 ) ， 在 V 中 也 应 有 相同 的 结 
论 。 不 仅 如 此 ,VV 中 的 结论 还 可 用 这 个 同 构 映 射 ps 予以 证 明 ， 下 面倒 
2、3 便 是 ， 在 举例 之 前 ， 先 提 一 下 以 下 常 要 用 到 的 命题 1 。 

命题 1 设 P 是 数 域 K 上 线性 空间 V 映 到 K 上 线性 空间 V' 的 同 
构 跨 射 ， 则 V 中 向 量 01,4;，… ,Qs 线性 无 关 的 充 要 条 件 是 ， 它 们 的 像 
向 量 p(01) = Qs…… ,Pp(0n) = Qn 线性 无 关 。 

证 明 是 容易 的 ， 请 读者 自己 完成 之 。 

例 1 数 域 K 上 rn 维 线性 空间 V 的 基 ciyaz,，…，ar 到 基 pp …， 
Br 的 过 渡 抢 阵 忆 必 是 非 蜡 阵 ， 试 证 之 。 

证 这 几乎 是 显然 的 。 因 由 假设 ， 


应 =Baict+ paiQas 十 ,十 DriCa3 了 一 1 2。… ?有 
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故 在 基 0&1,4z，… ,4 下 ， 同 构 上 映射 ps 使 得 

prs Bi~>(pispois'"rs Dri) = pig i=1,2," sh 
因 Bi,B,，… ,Bs 线性 无 关 ， 故 由 命题 1 ，n 个 列 向 量 pi,pP2，…，Pr 也 线 
性 无 关 ， 所 以 P= (pi,ps，… ,Pr) 是非 异 阵 。 

例 2 证 明 ， 对 数 域 K 上 nn 维 线性 空间 V 中 任意 ?个 线性 无 关 向 
量 B, ,8,,…，8,，1 和 r<1, 必 存在 了 的 另外 nr 个 向 量 Bri1,… Br, 使 
{Bis… ,Br,Bri1，… Bs} 构成 V 的 一 个 基 。 

证 在 V 映 到 K‘ 上 的 同 构 上 映射 px， a 一 x 下 ， 设 

pn: Bi—xi; i=1,2,. ,7 
因为 Bi,…,B; 线性 无 关 ， 故 由 命题 1] ，Xi1,X,，… ,7 也 线性 无 关 ， 于 
是 由 第 四 章 定 理 1 ， 存 在 另外 nn-r 个 n 维 列 向 量 rr 使， 
Prorr1 0522 线性 无 关 。 设 Xrtis… ,Xn 在 pa 下 的 原 像 是 Pri,…， 
Bns 则 B1,B,，…,Bn 是 X19X2，…，Xs 在 pr 下 的 原 像 再 由 命题 1 ，Pi， 
B,,.*. ,Bn 线性 无 关 ， 故 有 Br。 即 为 所 求 之 向 量 ， 使 {8 ，…p Bri1， 
,Br} 构 成 V 的 一 个 基 。 

例 1、 例 2 都 是 直接 应 用 Y 与 Kk" 的 同 构 映 射 p1, 下 面 要 与 V 上 
线性 变换 相 联 系 ， 进 一 步 运 用 这 个 Po， 也 就 是 要 联合 运用 第 十 一 章 的 
定理 1 与 定理 2 ， 这 在 该 章 定理 13 的 证 明 中 已 用 过 一 次 了 ， 今 再 举 
一 例 。 

例 3 证 明 , n 维 欧 氏 空 间 V 上 的 自 共 轿 变换 0 必 有 n 个 标 准 正 
交 的 特征 向 量 ， 并 且 0 的 特征 值 全 是 实数 。 

证 取 Y 的 标准 正 交 基 {e1,e,… ,8x}， 则 由 第 十 一 章 定 理 7 ,，? 
在 这 个 基 下 的 方 阵 执 必 是 实 对 称 阵 。 故 存在 n 阶 正 交 阵 Q， 使 

A : 
A | 
a0=| (5) 


Mn 
其 中 和 和，*…, 和 x 是 和 的 特征 值 ， 将 Q 按 它 的 列 分 块 ; Q@=(dqdi gr，…， 
qx) , 则 因 8 是正 交 阵 ， 故 (qdi),gj) = 67 i,j=1,2," sn, 并 且 (5) 式 
可 化 为 
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(Aqi, Ag Aqn) = (Aigiy) Naqg:，… 和 zxgo) 
故 得 
4qi= 和 id i=1,2,° 5n 《6) 
又 在 基 {sloe:，…*snj 下 ， 由 定理 1 与 2?，Gs >x 使 V 与 R 上 n 维 
列 向 量 欧 氏 空间 R”(〈 内 积 是 , (xX,y) = XD,VX,Yy ER'") 同 构 ， 故 得 


En: Qi>qi; T=1,2,°°°h 
Ens O(ai)—>Aqi; i=1,2,°" oN (7) 
其 中 心 是 gd 在 马 下 的 原 像 ， 又 显然 可 得 ; 

Ens MQi—>Niqis t=12,°° 9 (8) 

因为 6 是 双 射 ， 故 由 (6) 、(7 ) 与 8) 式 可 得 
0Coi) = 和 iis t=1,2,° (9) 

且 因 6 是 使 7 同 构 于 R'” 的 欧 氏 空间 的 同 构 ， 故 得 

(i,07) = (is) = i, j=1,2,°" sn (10) 


(9 与 (10) 说 明 ，wax…:o 是 0 的 特征 向 量 ， 且 它们 标准 正 交 ， 
而 入 是 5 的 实 特征 值 。 

人 鲍 3 是 用 线性 代数 的 解析 理论 《〈 即 矩阵 论 ) 中 关于 实 对 称 阵 的 
具体 结论 来 推导 抽象 的 n 维 欧 氏 空 间 上 的 自 共 轿 变 换 的 一 般 结论 的 ， 
这 样 做 的 好 处 在 于 ， 这 个 一 般 结 论 不 仅 可 用 于 代数 上 ， 且 可 用 于 某 些 
分 析 问 题 以 及 几何 问题 上 ， 请 看 下 例 ; 

米 例 4 ”未 知 连续 函数 p(X) 在 积分 号 里 面 的 如 下 方程 : 


2x | p(x)ax=xp(x) (11) 
称 为 “线性 积分 方程 ” 。 设 Ra[*] 是 次 数 不 超 过 n 的 实 系数 多 项 式 集 
合 以 及 零 多 项 式 对 多 项 式 通常 的 加 法 与 数 乘 所 成 的 R 上 的 线性 空间 ， 
今 定义 内 积 : (p,q) = | p(x)qCx)dxsVp(x), q(x) ERrEx]， 则 Rs] 


是 一 欧 氏 空间 。 证 明 ， 线 性 积分 方程 《11) 在 Rx(x) 中 有 n+1 个 非 零 
解 ， PCx) ,p(X),… pat+1(x%)， 使 它们 构成 Rx[X] 的 一 个 标准 正 交 基 ， 
并 且 和 必 是 实数 。 

证 任 取 fx) ERs[x]， 记 
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b b 
0(f)=2x | yf(y)dy = | (xy+ yx)f (dy 
划 易 证 0 是 RxLx] 上 的 线性 变换 。 今 证 0 是 自 共 思 变 换 ， 因 为 
(0(p),9)= | ( | (XY yx) py) dy )aCx)dx 
= | | (xy + YX) p(yY)aCX) dydx 
b b 
= | 上 (xy + YX)p(X)aq (yxdy 
b 
(p06g) = | pC) ( [xy + ym ac) dy )ax 


-| | (XY + YX) P(X) (Ydxdy 
所 以 《0(p),q) =(p,0Cq))，Vp(x),q(x) ER:Lxj, 于 是 由 第 十 一 章 定 
理 ? 知 ,0 确 是 Re[x] 上 的 自 共 斩 变 换 。 于 是 由 例 3 ，5 存在 4+1 个 
实 特 证 值 N, 以 及 特征 向 量 pi(x) ,p(X)，…pnri(x), 使 0(pi) = 和 pi 也 即 ， 
2X | YPi(Y dy = MDi(X)s i=1,2°" N+1 
并 且 
| pi(XIPICX)AX = (Dispi) = 603; i,j=1,2,°*n+1 

这 证 明了 例 3 要 证 之 结论 。 

不 难看 出 ， 线 性 积分 方程 2x |, p(y)dy =XpCx) 一 定 有 一 个 非 鹤 


实 特征 值 是 ， 和 ,=2 | .yzay = 人 (一 @)， 而 属于 :的 特征 向 量 是 ， 


P(x) =kx，k 垃 0。 而 其 他 n 个 特征 值 全 是 零 。 . 

由 例 3 与 倒 4 可 见 ， 先 用 线性 代数 解析 理论 中 的 具体 结论 推导 出 
线性 代数 “几何 ”理论 中 的 一 般 性 结论 ， 再 由 这 个 “抽象 ”的 一 般 性 
结论 ， 去 得 出 代数 、 几 何 、 分 析 等 方面 的 其 他 一 些 具 体 结论 ， 乃 是 有 
用 的 想法 。 由 此 也 可 体会 到 抽象 结论 的 重要 性 。 

关于 线性 映射 空间 与 第 阵 空间 的 同 构 以 及 全 线性 变换 环 与 全 矩阵 
环 的 同 构 的 运用 ， 已 在 第 十 -~ 章 82 中 讨论 过 ， 今 再 举 一 个 联合 运用 这 
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两 个 同 构 映射 的 例子 。 
例 5 设 LCV,V) 是 数 域 KE 上 n 维 线性 空间 Y 上 的 线性 变换 空 
间 ， 证 明 LCV,V) 必 有 下 列 直 和 分 解 ， 
L(V,V) = LDL,D'…DLIn (12) 
其 中 工 都 是 LCV,V) 的 子 空间 ;i=1,2,…sn。 并 且 ，Li 中 必 存 在 问 
量 &i, 使 Li 中 任 一 向 量 0; 必 可 表 成 : 
Oi=08; ; i=1,2,°." nN (13) 
其 中 o 是 L(V,V) 中 某 一 向 量 〈 注 意 ，0,0i,2i 都 是 Y 上 的 线性 变换 ; 
i=1,2,°",n) 
证 取 V 的 基 QisQ@2,"… 0, 设 仙 坟 :0 一 太 使 LCV,V) 同 构 于 Mn(K) 
将 4 按 它 的 列 分 块 ，A= (qi,0;，…,0x)， 作 nn 阶 阵 集 合 : 
MDCKR)= {05 000 0) VaiE K™)}, i=1,2,° ,Hh. 


则 易 证 MDCK) 是 Mn(K) 的 子 空间 ， 且 由 于 d(MCD(K)) =n3 i=1,2， 


…sn， 故 得 
Ma(K) = MUNK)BMIO(K) DDBMINK) 
(参阅 第 十 章 习 题 第 5 题 ,) 又 设 (0,…,0,0Qi,0,…,0) 在 hs) 下 的 原 像 
是 wii， 即 
Mays 0i 一 (0 30)0i 0 ,0); i=1,2,° (14) 
作 和 集合 ;Li = {gi]n): 0i 一 (0 0,aiy0,…， 0)，VaicEKE ， 则 瑚 是 
MO(K) 的 原 像 集 合 ，i=1,2,…,n， 若 
MsTe—> 0",0,Bi,0,..,0) 
则 
MoysOit Ti~> 0,0,0i+Bi,0,.,0) = (0,°°,0,0,0,.. ,0) 
+ (C0,0,8Bi, 0,.. ,0), . 
Ns koi—>(0,° ,0,k0i,0,.*,0) =k(0,°.,0,0i,0,...,0) 
故 世 是 L(V,V) 的 子 空 间 ， 且 基 MD(K)。 又 对 任 一 0EL(V,V)， 
mw: 0>A= C01902) yan = 0, sO 0 0 .+0) 
但 由 《14) 式 可 得 


2 9 名 (0,°%,0,0i,0,..°,0), 


tl 
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故 由 Wo 的 单 射 性 知 ， = 如 %， 所 以 


L(VsV)=L1+L+ + Ln (15) 
又 由 Gd(LD) =dCMO CK))=ns i=1,2,…h， 而 d(L(V,V))=n*， 故 


得 dC(L(V5V)) = > d(L)， 于 是 〈15) 式 的 和 是 直接 和 ， 这 证 明了 


《12) 式 。 又 记 
Eii=(0,°,0,8i,0,°30); i=1,2,°"° 7 
其 中 @ 为 n 维 标 准 单位 列 向量 。 设 Ei 在 Wo 下 的 原 像 为 ss， 则 
Mn: Bi 一 3 i=1,2," nn 
故 由 定理 11 得 到 
My: OEi>AEBii= (0,°0,0i,0, .0) 
再 由 《14) 式 以 及 hw 的 单 射 性 知 ，0; =08i; i=1,2,*… ,no 
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第 十 、 二 一 两 章 中 不 少 结论 的 证 明 几 乎 经 常用 到 向 量 Clyez，…as 
生成 的 线性 包工 (cyc:，…，*cs)， 线 性 包 之 所 以 成 为 不 可 少 的 工具 ， 其 
原因 无 非 是 ， 一 、 有 限 维 线性 空间 的 任何 子 空间 都 可 玫 为 某 些 向 量 的 
线性 包 二 、 线 性 空间 《不论 有 限 维 还 是 无 限 维 ) 中 只 涉及 有 限 个 向 
量 的 问题 可 归结 为 这 些 向 量 生成 的 “最 小 ” 子 空间 《〈 即 它们 的 线性 
包 ) 进行 讨论 。 例 如 ， 在 证 明 格 兰 姆 矩阵 的 半 正 定性 时 ， 就 是 将 无 限 
维 欧 氏 空间 的 有 限 个 向 量 @1 ,04;,… ss 归结 为 它们 的 线性 包 L(ai,6,， 
…,0s) 进 行 讨论 的 ， 而 LC(Q1,4;，,… 0s) 是 有 限 维 欧 氏 子 空间 ， 于 是 可 
用 有 限 维 空间 的 一 套 理论 去 解决 〈 见 第 十 章 84。) 又 如 在 第 十 章 83 中 我 
们 还 用 了 与 上 述 相同 的 方法 解决 了 最 小 平方 偏差 问题 中 的 一 个 理论 问 
题 与 一 个 应 用 问题 。 所 以 ， 线 性 包 的 定义 及 有 关 结 论 虽然 是 简单 的 ， 
然而 其 本 身 却 是 不 可 少 的 “过 渡 ” 工 具 。 特 别 地 ， 当 与 同 构 等 方法 联 
合 运 用 时 ， 就 更 能 显示 它 的 作用 ， 如 下 面 两 例 所 示 。 

例 1 设 4 与 6 是 欧 氏 空间 V 中 任意 两 个 向 量 ， 试 用 欧 氏 空间 同 
构 的 观点 证 明 柯 希 一 布 湿 雅 可 夫 斯 基 不 等 式 ; ~ 
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(28B)2< (a,0).(B,B) (16) 
证 如 时 a 与 8 线性 相关 ， 则 等 式 (16) 显然 成 立 ， 故 可 设 2 与 
8 线性 无 关 ， 作 线性 包 LCa,8)， 则 Le,8) 是 V 的 2 维 欧 氏 子 空间， 
由 第 十 一 童 定理 1 ，L(4,8) 应 同 构 于 通常 的 2 维 几何 空间 ， 设 使 得 这 
两 个 欧 氏 空间 同 枸 的 同 构 上 映射 是 5,)， 且 5:): 4 一 Xx，5s: 8->y， 故 得 
(a,B)= (x,y), (a,0) =(x,x), (B,B)=(y,y) (17) 
但 在 2 维 几 何 空 间 中 ， 自 然 成 立 不 等 式 ， (xX,y)*<(x,Xx)《y,y)， 以 
(17) 诸 式 代 入 即 得 ，(c,8)2< (ca)(8,8)。 故 对 任何 ,8, 成 立 (16) 式 。 
按照 上 例 的 证 明 思 路 ， 对 无 限 维 欧 氏 空间 中 任意 三 个 癌 量 w， 
p8，?7. 欧 氏 子 空间 L(g,B,7) 必 同 构 于 通常 的 3 维 几何 空间 或 其 子 空 
间 ， 因 此 ,通常 3 维 几何 空间 的 三 个 向 量 有 那些 几何 结论 ， 相 应 地 对 
L(a,B,?) 中 向 量 4,8,Y 也 应 有 这 些 结论 。 根 据 这 一 《 欧 氏 空间 的 ) 同 


构 观 点 ， 对 带 有 内 积 ，(f,g) = | fx)g(x)dx 的 欧 氏 空间 R54,5b3， 下 
列 不 等 式 就 是 显然 的 了 ， 


(| (f(xX) + g(X)) dx <) | fCx) ?dx + 外 g(Cx)2 dx 


VICX) ,8(x) E RLa,b]。 
这 是 因为 ， 三 角形 的 两 边 之 和 重大 于 等 于 第 三 边 。 
例 2 设 Q1s041,…sem 是 数 域 K 上 m 维 线性 空间 V 的 基 ，4= 
(aij)mxn 是 K 上 mxn 阵 ， 又 


Bi=alQi+ A210 十 + dmiOm 


有 = QQ + G2202 十 + Am2alm (18) 


Bn = ainQi + G2nl2 + + mnGm 
证 明 : 
d(L(Bi,B,,… ,PB,)) =r(A) (19) 
证 因为 同 构 映射 px; a->x 使 VK", 由 《18) 式 可 得 ， 
pn: 有 一 (Qiiyqziy smi) = Xis 1=1,2,.°n 


设 有 ,Bi,，,…sBit 是 B1,B,…,Br 的 极 大 线性 无 关 组 ， 则 由 命题 1， 易 
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若 isXi，…sXis 也 是 xxas…sxz 的 极 大 线性 无 关 组 。 即 和 的 列 向 量 
组 的 极 大 线性 无 关 组 ， 故 得 (4) = r。 又 由 第 十 章 定理 7 知 ,线性 包工 
(Bi1,B，…, B,) 的 维 数 应 是 Bi ,Bis,… ,Bir 的 个 数 r, 故 (19) 式 是 正确 的 。 

下 面 是 一 个 吉 接 运用 线性 包 之 例 。 

例 3 设 了 by:，… Vs 是 数 域 K 上 线性 空间 V 的 任意 s 个 非 平 
凡 于 空间 ， 则 当 V 是 无 限 维 线性 空间 时 ，V 中 必 有 无 限 多 个 线性 无 关 
的 向 量 ， 它 们 全 不 在 这 s 个 空间 中 ， 当 人 V 是 n 维 线性 空间 时 ， 必 存在 
V 的 一 个 基 ， 使 这 个 基 的 nn 个 基 向 量 全 不 在 V,V,,…,V 中 。 

( 注 ， 本 例 之 几何 意义 是 明确 的 ， 以 过 原点 的 平面 V 为 例 ， 它 是 2 维 
线性 空间 ， 而 平面 上 过 原点 的 任意 有 限 s 条 直线 Vi,V,,…,V ,都 是 V 
的 非 平凡 子 空间 ， 十 分 明显 ， 平 面 上 必 有 无 限 多 个 点 全 不 在 这 8 条 直 
线 上 ， 且 其 中 有 两 个 点 是 “线性 无 关 2 的 。) 

证 若 能 证 明 ，“ 对 任何 s, 恒 有 6EV, 使 5EV1, dEV,,…， 
0EYVYs” ( 称 为 结论 D), 则 即 可 证 得 例 3 的 结论 ， 因 为 由 结论 1， 存 在 
0z0,EV，, 使 41EV1，Q1 EVi，…， a EV:， 再 考虑 V 的 非 平凡 子 空 
间 ; Vi,Vs，…sVs，L(Q1)， 再 由 结论 1 知 ， 存 在 a, EV， 使 a EVi, a 
EV2s, a EVs, qs E 工 (on) * 而 由 wo EL(a1) 即 可 知 w 与 ws 线性 无 
关 ， 于 是 ， 必 存在 cs EV， 使 as EV， Ca EVs, "0 EVs, Qs EL (Qi1, 
02)， 且 waasas 线性 无 关 。 因 车 它们 线性 相关 ， 而 xias 是 无 关 的 ， 
故 cs 必 是 cyws 的 线性 组 合 , 此 与 ceEL(ciycs) 相 矛 慎 ， 故 ctyaayas 
线性 无 关 ， 且 wyaaycs 全 不 属于 Yiy:，…Y: 设 经 过 上 述 证 法 4- 1 次 
后 ， 得 到 Y 的 线性 无 关 向 量 &1,0;，… ,2x-1， 使 它们 全 不 在 V1,V,,…， 
Vs 中， 于 是 再 由 结论 I， 存在 Qn EV ,使 84n EV is*…, QnEVss 0nEL (a 
Q2 9… ;04-1)， 且 081582，…sQn 线性 无 关 。 当 VV 是 n 维 空间 时 ，w cz， 
0 就 是 站 的 基 ， 它们 全 不 在 VisVas 7 中 当 了 是 无 限 维 空间 
时 ， 由 于 对 任意 n，a1,Q，… ,Qn 均线 性 无 关 ， 且 它们 全 不 在 Vi,V，， 
…V: 中 ， 所 以 这 种 w 有 无 限 多 个 ， 故 下 面 只 要 证 结论 1 即 可 。 

对 s 用 归纳 法 ; 当 s=2 时 ， 如 果 VCV,， 则 因 V; 是 V 的 非 平凡 
子 空间 ， 故 必 存 在 cEVY， 但 cEV:， 自 然 也 有 5ETi( 否 则 wcEViCV， 
了 。) 同 理 ， 当 VsCYy, 时 ,结论 1 也 正确 。 又 当 Vidzy:Vz 和 Yi 时， 则 
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必 存 在 ; a EVi， 但 crEV:; QEVs， 但 QsEVis 故 取 Q=a1+02EV， 


则 a€EV'i 因 若 ac=wi+a cy 则 wo = (ol+a) -QEVis 此 与 0; 的 . 


取 法 相 矛 盾 ， 故 aEV1， 同 理 可 证 gEV,， 故 结论 I 当 s=2 时 成 立 。 
设 结论 1 对 s-1 也 正确 ， 即 存在 65EY， 使 


ccEVi， 6EV,, “°° OEVs.! 《20) 
此 时 ， 如 果 6EV:， 则 结论 ! 已 证 得 。 如 果 
CEYV: (21) 
则 因 Vs 是 非 平凡 子 空间 ， 故 必 存 在 BEV， 但 BEV;， 所 以 
kBEVs, VOAKEK (22) 
由 《22》 与 (21) 即 得 ; 
O+KkBEVs, VOFKEK | (23) 


今 考 察 8 是 倘 属 于 VisV2s rs Vs-1? 
(i) 如 果 BEVi; i=1,2,…s3 一 1， 则 
RBEVISEBEVs, "KBEVs-1,s VOFKEK, (24) 
于 是 由 (24) 与 (20) 即 得 
O+kBEVI OG+kBEV,, **, O+KBEVs-1, VOFKEK, (25) 
故 具 要 取 a=0+kB， 由 (23) 与 (25) 便 知 结论 I 正确 。 

(ii 如 果 BE 某 些 Vi， 例如， 设 BEVisVis**… Vin; 1<jp<s 一 
1，DpD=1,2,…st。 则 可 断定 ， 对 Vis 来 说 ,天 中 最 多 只 有 一 个 数 & (或 
者 一 个 也 没有 ) 使 6+kBEVi,， 因 车 

O+kBEVis, O+kBEViI,, kik 
则 因 Vj, 是 子 空间 ， 故 由 上 式 可 得 (ki 一 kk)B8EVi,， 但 ~ fosoy 故 
得 8EVji,， 这 与 假设 8EVji, 相 了 矛盾 , 故 最 多 只 有 一 个 k, 使 6+ 
kBEVis， 对 Vj,sVj,，…Vis 来 说 ， 最 多 只 有 {个 kpEK， 使 
O+KkpBEVir; P=1,2,°,t, 
但 数 域 K 有 无 限 多 个 数 ， 故 除去 这 + 个 数 ， 或 充其量 除去 S 个 数 , 必 
有 数 ko Ek 〈 事 实 上 ， 这 种 ke 有 无 限 多 个 )， 使 


O+koBEVi 0 +koBEVj, 0+ ko EVj, (26) 
而 对 BEVi 的 这 些 Vi 来 说 ， 仿 (i) 的 证 明 ， 可 得 
O+ KoBEV:i; izj js jt], is—1 (27) 
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合并 〈26) 与 (27) 知 ，2=6+koBEV 必 使 
xcEViaEV:， 9 cEW 
这 证 明了 结论 1。 


$ 4” 运用 各 种 特殊 子 空间 的 方法 


本 节 方 法 是 涉及 面 较 广 〈 指 应 用 的 涉及 耐 ) 、 用 得 较 多 、 解 决 问 
题 较 深 入 的 一 种 方法 。 此 法 主要 用 于 解决 有 限 维 线性 空间 中 的 某 些 问 
题 ， 解 决 问题 的 途径 是 ， 用 线性 变换 〈 或 线性 映射 ) 的 某 些 子 空 间 

(如 像 空间 与 核 空间 ) 、 特 征 子 空间 以 及 其 他 不 变 子 空间 等 以 及 与 这 
些 相 联系 的 给 论 作 为 “过渡” 工具 ， 以 达到 解决 问题 的 昌 的 ， 其 中 以 
像 空间 与 核 空间 用 得 最 多 。 在 运用 像 空 间 与 核 空间 “过 渡 ” 时 ， 常 要 
用 维 数 公式 ， 

dlo(V)) +a(o 97) =d(V) (28) 

( 见 第 十 一 章 34 中 的 《37》 式 ) ， 还 要 用 到 下 列 命题 。 

命题 2 俊 0 是 数 域 K 上 En 维 线性 空间 V 映 入 KK 上 m 维 线性 空间 
V' 的 线性 映射 ， 9 在 V 的 基 {@1,0;,…,2x} 与 VV 的 基 {21 yes son 
下 的 矩阵 为 mxn 阵 A4， 则 

dl(o(V))=r(A) : (29) 

证 设 A= (Qij)m.ns 可 得 

0O(Qi) = Dao’;s i=1,2, sh 
故 由 $3 例 2 的 《18) 式 与 (19) 式 知 ， 
dL(O(Q1) 002) ,+ ,001))) =r(A) 《30) 
但 了 = 工 (wyc:，…scr)， 故 易 知 CGYVY) =L(0(8) yaG(0s 70(Cas))， 由 
此 式 及 〈30) 式 即 得 (29) 式 。 

由 命题 2 ， 和 矩阵 的 求 秩 间 题 化 为 求 像 空间 的 维 数 问题 。 反 之 , 求 
像 空 间 的 维 数 问题 也 可 化 为 矩阵 的 求 秩 问题 。 从 而 可 充分 运用 牧 的 一 
套 理论 解决 问题 ， 下 面 先 举 两 个 运用 像 空 间 与 核 空 间 的 例子 。 

例 1 设 0 与 + 是 数 域 K 上 nn 维 线性 空间 V 上 的 线性 变换 ，0 是 
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V 的 零 向 量 。 
Q) 证 明成 立 下 式 ， 
d((or) (0)) Sado:(0)) + dlr (0)), (31) 
(ii 如 果 o=f(p)=aspst… +aptaol*, T=g(Cp) = bpt+ + 
bp+bol*， 其 中 Pp 是 V 上 线性 变换 ,f(x) ,g(x) 是 数 域 K 上 多 项 式 ， 
并 且 fx) 与 8(%) 互 素 ， 则 
(or) (69) = 0 1C0) D7-1(0) (32) 
因此 在 Gi) 的 假设 条 件 下 ， 《31》 式 的 等 号 成 立 。 
证 先 证 (i), 设 0 与 7 在 V 的 基 was…m 下 的 方 阵 分 别 是 人 
与 B， 则 由 〈29) 式 ，d(o(V))=r(4), d(T(V))=r(B), 且 出 (29) 
式 与 第 十 一 章 定理 11 知 ，d(or(V)) =r(4B)。 由 西 尔 维 斯 脱 不 等 式 
(第 四 章 定理 4 中 的 《7) 式 ) : r(4B) 之 r(A)+r(B) -nn 可 得 
doT(V))AOV)) tAUTIV)) ~ Nn 
由 上 式 及 维 数 公式 (28) 式 可 得 
1 一 GO(cr)-1(9))32-QGCO-19)) -GCT (0)), 
上 不 等 式 经 整理 后 即 得 (31) 式 。 
再 证 (ii) ， 因 为 fp)8(p) = 8B(D)TP)， 故 oz=z0。 今 对 尾 一 
8Eo-:( 的 ， 则 cx(8) =9， 又 由 于 z 是 线性 变换 ， 故 z(6) =0， 于 是 
《ar) (8B) = (tO) (8B)=T(0(B)) =T(0) = 
这 说 明 BE (cr) (0)， 故 0: (6) 是 (cr) 19) 的 子 空间 。 同 理 可 证 
7-1(6) 也 是 (oz) 19) 的 子 空间 ， 所 以 
(07)-1(0)S01(0) +7- 1(0)。 (33) 
另 一 方面 ， 由 假设 ，f(X) 与 g(x) 互 素 ， 故 存在 KK 上 多 项 式 (Xx) 
与 V(X) 使 w(x)f(X) +v(Xx)g(x) =1， 放 得 
ul(p)f(p) +UCD)BCD) = 1» 
也 即 
u(p)O + vp)T= 1* (34) 
今 任 取 aE (ot) 60), 则 o(T(0))=0, 7(0(0))= (Tt0)(@) = (0T)(0) 
=60。 又 因 w(p)T=TV(P) ulp)o =oulp), 故 得 oCv(p)t(a)) =t(p) (0) 
=0，T(U(P)0(4))=u(p)(0) = 68， 因而 
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(Ww(p)0) (a) ETI(0), WP)T) (a) E01(0) (35) 
又 由 《34) 式 可 得 
Cu(p)o) a) + CPIT) (0) =1*(a) =a 
由 上 式 及 (35)》 式 知 ， 
(Cr) -1(0) E00) +7-1(0) 
上 式 与 (33) 式 合 起 来 即 得 
(CT) 0) =0-1(0) +T 10) (36) 
又 任 取 6Eco-!(o)nz 6)， 则 o(6) =9，zr(0) =0， 故 由 《34) 式 得 
G=1#(0)=U(O)(0C0))+UCP)(T(O)) =6 
所 以 5 (6)nz (6) = {9}, 由 此 式 及 《36) 式 即 得 (32) 式 。 
例 2 设 4 是 秩 为 "的 za 阶 半 正定 阵 ，RP 是 z 维 实 列 向 量 空 
间 ， 证 明 :. 工 = {alwAa=0, axEROo 是 Ro 的 nr 维 子 空间 。 
证 由 4 是 秩 为 了 的 半 正 定 阵 的 假设 ， 可 得 4= B/B， 其 中 也 是 
rxn 行 满 秩 阵 。 又 因 B 是 实 阵 ，& 是 实 向 量 ， 故 得 
2'4o = 0’B'Ba = (Ba)’(Ba) = 0<>Ba=0 
今 先 证 工 是 R" 的 子 空间 ,， 任 取 a,BEL， 则 由 o/hAm=0 可 得 B 
=0， 由 B48B=0 可 得 BB8=0,， 于 是 B(ka +1B) =0， 因而 (ha + 18) A 
(ka+1B)=0， 所 以 ka +1BEL，Vks;1EL， 故 工 是 R" 的 子 空间 。 
再 证 d(L) =18-r。 因 为 ce/4a =0< 信 Be=0， 故 工 可 改写 为 ， 
ZI={fala4c=0ERol={dclBa=0cERo) = B-1(0), 
即 工 可 看 作 R" 跨 入 RW 的 线性 映射 的 核 空间 , 故 由 维 数 公式 
(28》 式 以 及 (29) 式 即 得 
d(L)=d(B-1(0))=d(R™)— dBCR®)) =R-r(B)=n-r, 
下 面 讨论 用 线性 变换 借助 于 它 的 不 变 子 空间 、 特 征 子 空间 ， 像 空 
闻 与 核 空间 作 “ 过 渡 ”， 来 解决 “和 矩阵 偶 2? 的 化 简 问 题 。 设 4 与 了 都 
是 n 阶 阵 ， 我 们 希望 能 找到 一 个 非 异 n 阶 阵 P， 使 P-!1AP 与 P-:BP 是 
形状 简单 的 秆 阵 ， 这 就 是 所 谓 矩 阵 偶 同时 简化 的 问题 ， 它 在 理论 上 与 
应 用 上 都 是 必需 的 。 在 第 二 部 分 ， 我 们 已 证 得 对 于 两 个 可 交换 的 实 对 
称 阵 4 与 B， 必 可 用 同一 个 正 交 阵 , 使 4 与 B 同时 正 交 相似 于 实 对 角 
阵 。 那 么 ， 对 任意 两 个 可 交换 的 方 阵 ， 进 而 对 两 个 任意 方 阵 ， 是 否 也 
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有 相仿 的 结论 呢 ? 下 面 两 例 将 分 别 回答 这 两 个 问题 。 
例 3 设 和 4 与 B 是 复数 域 K 上 的 n 阶 阵 , 且 AB=BA, 也 即 1(4B 
一 B84) =0， 则 必 存 在 n 阶 复 阵 P , 使 
和 1 
P-L4P = 和 .  P-!BP= 和 * (37) 
Nn ? Rn 
其 中 ,和 spha 与 Kish2，… ,La 《显然 分别 是 4 与 B 的 特征 值 。 
证 取 n 维 复 空间 V 的 基 {aiyas，…'qn}， 设 人 与 了 在 同 构 上 映射 
5 下 的 原 像 分 别 是 了 上 的 线性 变换 o 与 T， 应 用 定理 11 ,由 4B= B4 
可 得 0t=7T0。 今 证 0 与 7 有 公共 的 一 维 不 变 子 空间 。 因 为 ， 由 第 十 一 
章 定 理 13 及 定理 2 ，5 必 有 复 特征 值 X:,， 考 虑 〈c 的 ) 特征 子 空间 ， 
Vi,= {aloCa) = 和 CC EV}, 
,显然 是 0 的 不 变 子 空间 ， 今 证 六 ,也 是 的 不 变 子 空间 ， 这 因为 ， 
任 取 ccEV， 则 由 
Oo(T(0)) = (97)(0)= (70)(0) =7(0(0)) 
=T(h(0)) = 和 To) 
故 T0) EVis。 这 说 明 Vu 确 是 + 的 不 变 子 空间 ， 于 是 7 可 看 作 复 空间 
Vi 上 的 线性 变换 ， 再 由 第 十 一 章 定理 13 与 定理 2 ,rt 必 存 在 复 特 征 
值 Ww， 以 及 属于 bi 的 特征 向 量 ， 8 关 6 ET ， 也 即 
7(B1) = 
又 因 8 EVu， . 故 自然 有 : 
0(B1) = NB 
故 0 与 有 公共 的 一 维 不 变 子 空间 LC(B,》( 注 意 ， 证 明 过 程 中 借用 了 
o 的 特征 子 空间 作 “ 过 渡 。”) 所 以 在 VV 的 基 {B81,B,,…,Bx} 下， 0 与 了 


的 方 阵 分 别 是 (学 ) 与 (多 六 ) ， 其 中 4, 与 B 都 是 4~1 阶 阵 。 


设 @1 ,Qs… 04 到 Bi,B,,… ,Bn 的 过 渡 窍 阵 为 Pj， 则 由 第 十 一 章 定理 5 
的 推论 知 ， 


- Ai 米 - 
PiAPi- 0X), Pipp,=(Wt) (38) 
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再 由 4B= 84 的 假设 以 及 .(38) 式 容 易 算 得 A,Bi= B,4:， 于 是 对 可 
交换 的 n 一 1 阶 阵 4 与 B， 几 归纳 法 ， 必 存在 2 ~ 工 阶 非 异 复 阵 P;， 


使 
和 Wz 
| “ 米 | ”…。 水 《39) 
An 9 Un 


令 P=P( 1 ) , 则 由 〈38) 式 与 〈39) 式 即 可 得 〈37) 式 。 


当 4B:#BA 时 ，4 与 也 是否 可 找到 复 阵 P， 使 4 与 了 同时 相似 
于 上 三 角 复 方 阵 (以 下 简称 为 “同时 复 上 三 角 化 ”》? 这 个 问题 已 由 
拉 费 (Laffey) 所 解决 。 拉 费 在 1978 年 证 明了 ， 当 mA4B-B4)=1 时 ， 
4 与 B 必 可 同时 复 上 三 角 化 ， 他 并 且 举 出 反例 说 明 ， 当 r(4B -BA) 
1 时， 与 B 未必 能 复 上 三 角 化 ， 我 们 将 拉 费 的 结论 写成 下 面 的 

例 4 ( 拉 费 (1978〉- 乔 (1981)) 设 A4 与 B 是 nn 阶 阵 ， 且 r (4B 
-8B4) 反 1， 则 4 与 妃 必 可 同时 复 上 三 角 化 。 

证 取 产 维 复 空间 立 的 基 {celyex，…,*onj， 设 4 与 了 在 同 构 有 映射 
mw 下 的 原 像 分 别 是 VV 上 的 线性 变换 o 与 TY， 则 由 第 十 一 章 定理 11 知 ， 
A4B 一 BA 在 和, 下 的 原 像 是 of-T0， 再 由 《29》 式 以 及 假设 即 得 

d((ot-TOMV)=r(AB -BA)=1 (40) 

今 证 o 的 像 空间 olV) 以 及 o 的 核 空间 中 必 有 一 个 是 0 与 7 的 公 
共 的 不 变 子 空间 。 这 因为 ， 若 o-'(9) 已 是 7 的 不 变 子 空间 ， 则 由 于 
071(0) 自 然 是 o 的 不 变 子 空间 ， 故 o"!(6) 就 是 oa 与 7 的 不 变 子 空间 
车 0o50) 不 是 7 的 不 变 子 空 间 ,， 也 妈 T(0 1(0)) 告 0"1(0), 则 必 有 有 
{9}So-1(0)SV, 于 是 存在 一 个 6 夫 aE0-1(0)， 使 r+(a)Eo"!1 (0)， 即 
COTCo) ) 冯 9， 因此 

(oT—-T0)(0)=(0T)(a)=0o(T(4))*0,， ( 因 o(a)=0) (41) 
又 由 《40) 式 与 《41) 式 知 ， 
(oT—To)(V)=L((o0T -7T0)(0)) =L(o(r(0))) (42) 
但 是 
(ot~7T0)(V)={(or~-70)(B), VBEV} 
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故 对 任 一 6EY, 由 上 式 及 《42》 式 即 可 得 
(or~T0)(B)=No(T(a)) (43) 
其 中 是 随 B 变动 而 变动 的 复数 ， 将 (43〉 式 改写 为 ， 
T(0(B)) =o(7(B)) — MolT(0)) 
~=0o(t(B-NMQ)) EoV), VBEV 
这 说 明 o(V) 是 7 的 不 变 子 空间 。 又 0(V) 当 然 是 0 的 不 变 子 空间 ， 故 
当 or!6) 不 是 z 的 不 变 子 空间 时 ，c(Y) 必 是 0 与 7 的 公共 的 不 变 子 
空间 ， 总 之 ， 在 假设 条 件 下 ，o 与 7 和 恒 有 公共 的 不 变 子 空间 W (W = 
07'(0) 或 WW=o(V))。 于 是 : 
(Gi) 如 果 W 是 非 平 凡 的 不 变 子 空 x 间 ， 它 的 基 为 {Bi,B,,*: ,Bs:}， 则 


0 与 + 在 V 的 基 {Bi…sB:sBet1s…sBe} 下 的 方 隆 应 分 别 是 ，( 作 * 计 ) 


与 oF ) ° 其 中 A 与 Bl 均 为 8 阶 阵 。 设 基 {ciyca，…yCn} 到 基 


{B1，… ,Bs,Bs41，…sBr} 的 过 渡 和 矩阵 为 P,, 则 由 第 十 一 章 定 理 5 的 推 论 
知 ， 必 有 


p-iAP (全 ) Pj-1BP -( ) (44) 
1 1 0 A 多 1 1 0 好， 
于 是 可 算得 
A Bi 一 Bi A 
p71(AB- BA)P =( ) (45) . 
! 0 AlB! 1A1 


自 于 "4B- BA)=1， 故 由 《〈45) 式 知 ， 

1>r(A11Bi ~ B11A1) +rC4BI ~ BA) 
所 以 上 不 等 式 右边 两 式 至 少 有 一 个 是 0 ， 例 如 《〈 不 妨 设 ) 第 一 个 式 子 
是 0，r(4nBi -Bi4i) =0， 则 r(4iB:- Bi4D)< 生 1， 于 是 由 例 3 知 ， 
必 存 在 阶 非 蜡 阵 已 ， 使 


A ti \ 
PriAuP=| *% #*), PiBuPs=| “ * (46) 
As Us 


又 对 不 等 式 1(41B1 -Bi4D)<1， 如 果 r(4:B: -BA4D=0， 则 由 例 3 
知 ， Al 与 B, 可 同时 复 上 三 角 化 ; 如 时 r(AB, -B.A,) =1, 则 用 归 纳 
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法 ，A4, 与 BB 也 可 同时 复 上 三 角 化 。 因 此 ， 总 可 找到 ~s 阶 复 阵 Ps， 


和 As+1 Ws+1 
使 Pi!AP,= “ x*|,，  P-iB,P;= 水 (47) 
An en 


记 P=P， ( 0p), 让 PP 是 nn 阶 非 异 阵 ， 生 由 (44)、(46) 与 (47) 
:三 式 即 得 


P-!4P = ， PP-!BP= 


(ii 如 果 砚 是 平凡 的 ; W=V 或 玉 ={9}。 由 于 W=0o7 (6) 或 
W =o(V) 故 只 有 四 种 可 能 . 071(6)=V; ol(V) = {90}; co (0) = {0}，; 
0 (V) =V， 而 前 两 式 事实 上 是 一 样 的 oCV)= {0}， 即 0=0*, 第 三 
式 表示 o 是 单 射 ， 第 四 式 表示 o 是 满 射 ， 而 对 有 限 维 线性 空间 V 上 的 
线性 变换 来 说 ， 单 射 、 满 射 、 双 射 三 者 是 一 同事 ， 故 后 两 者 说 明 c 是 
可 逆 变 换 。 综 上 所 述 ，c 只 能 是 零 变 换 或 可 道 变 换 。 当 c= 0*， 则 它 
在 Wo 下 像 A=0， 此 时 例 4 的 结论 当然 成 立 ， 但 意义 不 大 ， 当 o 是 
可 道 变 换 ， 必 存在 复数 cs, 使 0 一 cl* 不可逆， 即 它 既 不 是 单 射 ， 也 不 
是 满 射 〈 这 是 容易 证 明 的 ， 作 为 练习 ， 见 本 章 习 题 第 1 题 )》 ， 于 是 由 

r(oT~T0)=r((o—c1l*)T—T(0O~cl*))=1 

以 及 上 面 的 讨论 知 : ocl* 与 7 的 公共 不 变 子 空间 必 是 非 平凡 的 ， 故 
由 疏 知 ， 存 在 非 异 复 阵 8, 使 


y! [Wu 


2 水 
o-:4- c= o-:BO -| 生 (48) | 


《 因 0 一 cl* 在 To 下 的 像 为 4-cf)， 显 然 ，〈48) 式 可 化 为 ， 
(和 ) (hi ] 


和 
o-4o-| QB0=| ~ 


罗 9 


An Un 
其 中 入 = vice; i=1,2,.… sho 
例 5 之 证 明 ， 由 乔 等 三 人 在 1981 年 完成 , 它 简化 了 拉 旨 的 原 证 。 


§5 运用 正 交 化 的 方法 


将 某 些 与 有 限 个 向 量 有 关 的 问题 ， 看 作 欧 氏 空间 中 的 问题 ， 将 这 
有 限 个 向 量 正 交 化 ， 然 后 由 此 解决 原来 的 问题 ， 这 就 是 运用 正 交 化 方 
法 的 过 程 。 从 涉及 甜 阵 的 问题 来 说 ， 正 交 化 必定 与 正 交 阵 以 及 与 正 交 
阵 有 关 的 问题 相 联 系 。 这 是 容易 猜测 的 。 对 无 限 维 欧 氏 空 间 来 说 ， 它 
的 有 限 个 向 量 的 正 交 化 也 可 用 来 解决 某 些 分 析 问 题 。 本 节 仅 讨论 正 交 
化 方法 在 矩阵 论 中 的 应 用 。 
所谓 正 交 化 方法 ， 或 称 格 兰 姆 - 许 密 脱 (Schmidt) 方 法 ， 就 是 ， 对 
殉 氏 空间 任意 s 个 线性 无 关 的 向 量 B,B,,…,Bs， 必 可 以 作出 下 列 正 交 
问 量 组 ， 


ca = 有 
一 (80 o 
“= 记 - CD 
8 (sa (poci- Du 
ai= Bi Gara) 2 Cora- Do -1 (49) 
~ (Bs,0.) ， es (Bs,0s-1) _ 
“=p Tasa) (Qs-1,0s-1) Os! 


即 (Cai,0)) = 031 尖 为 i,j=1,2,…,S8。( 读 者 若 将 过 原点 的 平面 上 两 个 向 
量 不 共 线 化 为 正 交 向 量 ， 将 3 维 几 何 空间 中 三 个 不 共 面 的 向 量化 为 正 
交 向 量 ， 便 可 清楚 地 看 出 〈49) 式 作法 的 思想 求 源 。) 
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} 


正 交 化 方法 的 一 个 重要 应 用 是 ， 化 实 对 称 阵 4 为 对 角 阵 的 正 交 
阵 了 , 可 通过 将 和 4 的 属于 所 有 不 同 的 特征 值 中 的 每 一 个 特征 值 的 极 大 
线性 无 关 向 量 组 正 交 化 ， 再 并 起 来 便 得 到 P。 下 面 再 讨论 正 交 化 方法 
的 其 他 应 用 。 

定义 设 nxr 实 矩阵 8= (qi,q,，…,qr) 的 列 向 量 满 足 ， 
dgi= 0639 1)=12，…7，(1<r<w) 也 即 88 =1,:， 则 称 8 为 列 正 交 
阵 (49) 式 的 一 个 直接 应 用 是 下 面 的 

例 1 证 明 ， 任 何 nxr 列 潢 秩 阵 4 必 有 分 解 式 ， 

A=QOR (50) 
其 中 @ 是 2xr 列 正 交 阵 ，R 是" 阶 非 异 上 三 角 阵 。 

证 将 A 按 它 的 列 分 块 ， A= (Bi,B,,.* ,Br) ， 将 B,B,,…,Br 看 

作 n 维 欧 氏 空间 R® (内 积 为 (a,B) =aP) 的 向 量 ， 按 假设 ，B1 ,Bs…， 


B; 线性 无 关 ， 将 它们 正 交 化 为 01;02,…sar， 并 记 a aT i=1,2, 
…5r， 则 由 《〈49) 式 可 得 


Bi= os= lo le， 
B, = ke + Je, le, 


Br= krer + hores 十 … 十 jer-iyrgr-1 十 | ar| er 
将 上 列 诸 式 写 成 矩阵 等 式 即 得 ， 
| Kis ee kerr 


(B,,B,, “9Br) = (E182 ,E27) lo,l 机 = QR 
0 jerll 
易 知 Q= (gilgz，…87) 是 列 正 交 阵 ， 而 
el keys rr 


R= [os | 


0. je 
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是 f+ 阶 非 异 上 三 角 阵 。 
《50) 式 是 非 异 实 方 阵 4 的 QR 分 解 的 推广 。 由 于 (50) 式 处 
理 的 是 长 方 阵 的 问题 ， 因 而 它 具 有 更 大 的 灵活 性 ， 这 由 下 例 也 可 看 到 
这 点 。 
例 2 证 明 。 秩 为 r 的 n 阶 阵 A 必 有 分 解 式 : 
A=(Q, 0)T (51) 
其 中 8 是 nxr 列 正 交 阵 , 是 n 阶 非 异 阵 。 
证 设 和 4 的 二 ,is,…, 列 线性 无 关 ， 用 排列 阵 P 将 这 7 个 列 调 到 
人 4 的 前 r 列 位 置 上 ， 得 到 
AP= (Ai,0) (52) 
其 中 4&1 = 《i150is，…,0ir)。 由 于 4 是 2xr 列 满 秩 阵 ， 故 由 (50) 式 ， 
4:= QRi, 其 中 Q 是 4xr 列 正 交 隆 ，Ri 是 上 阶 非 异 上 三 角 阵 ， 于 是 
452) 式 化 为 ; 
4P= (QR,,0) 


以 (和 70 ) 右 来 上 式 两 边 ， 得 到 


A(P(® 10,))=(0,0) 


记 (P (710 )) =T， 则 由 上 式 即 得 (51) 式 。 


下 面 的 例子 需要 用 到 命题 3。 

命题 3 设 61,6,…，Er (1<1<n) 是 nn 维 欧 氏 空间 V 的 标准 正 交 
癌 量 组 ， 即 (8i,8;) = 633i,j=1,2,…s7, 则 必 存 在 V 中 另外 nr 个 向 
量 er+1,… ,ens 使 81,…,sr,erti，,…,Er 是 了 的 一 个 标准 正 交 基 。 

证 因为 正 交 向 量 组 必 线 性 无 关 ， 故 sesz，…sr 线 性 无 关 ， 于 
是 由 第 十 章 定 理 3 ，Y 中 必 存 在 8,+，…，Bu， 使 8&1，…… ,ErsBre1s…… ,Bn 
是 V 的 一 个 基 , 今 将 这 nn 个 向 量 如 下 正 交 化 ; 


rri= Brii— (BriisE1) ei1— '* — (Briiser)er 
Qn= Bn— Base1)e— (Bns8;2)e,— .~ (Bn, Er)Er — 


(Bs 0rt1) 人 (Br ,ao 1) 
tp 和 
(atls0r+1) 《aa_lsan_-1) 


则 仿 正 交 化 方法 之 证 明 ， 可 证 得 81,8,,… ,er， or+ly wyon 是 正 交 向 量 
组 ， 再 令 er 则 r+12…s2r 就 是 所 要 求 的 向 
量 组 ， 它 使 (81,21) = i,j = ,2,1 

例 3 设 = (4qii,as,…,4n) 是 实 列 向 量 ， 且 Wi@j=0;; i,j=1， 
2，…r。 则 对 任何 i。1<i<n 以 及 任何 r，1<r<n, 民有 

ar tot tarel. (53) 

证 将 0,'…,0r 淖 作 n 维 欧 氏 空间 Re (内 积 为 (4,8) = 028) 
的 标准 正 交 向 量 组 ， 由 命题 3， 必 存在 R" 中 向 量 nr+t…yon， 使 oa， 
“sr Or ** 9 On 是 R" 的 标准 正 交 基 ， 也 即 对 列 正 交 阵 (a ,0,,…， 
0r)， 必 存在 nx (n 一 ?) 列 正 交 阵 (Q@ryi9… 350m)， 使 A= (Qi ,QQr+is 
…s0x) 是 正 交 阵 。 帮 由 正 交 阵 定义 知 ， 对 任何 i,1<i<n， 和 恒 有 

0 十 二 二 a rti 二 二 a 二 1 

由 上 式 即 得 不 等 式 (53) 。 

例 4 将 n 阶 实 对 称 阵 的 n 个 实 特征 值 按 其 大 小 排列 ， 设 它们 是 ， 


和 i 之 和 ,之 和 A 之 之 Mn， 邮 


Qn-1 


Nth = "0, (tr(Q; AQ,)) (54) 
其 中 "Q(tr(@;AQs) 表 示 所 有 nx2 列 正 交 阵 8, 相应 的 tr(@' 4Q@s) 
的 最 大 值 。 
证 因 4 实 对 称 ， 故 存在 正 交 阵 P， 使 
和 
ja 
P'AP= . (55) 


A 
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将 了 分 块 为 : P= (P:,Po-2)， 其 中 忆 为 nx2 列 正 交 阵 ，Px-: 为 nx 
《nn ~ 2) 列 正 交 阵 。 于 是 由 《55》 式 易 知 ， 


PAP,=( \ (56) 


故 由 (56》 式 即 得 
M+ hs =tr(P, APs) < Otr(Q',AQ,)) (57) 


另 一 方面 ,对 任何 nx2 列 正 交 阵 Qs= (Xx, ;X= (ZXo， Xn) ， 
Y= Vn) i XX= WD=1 XY=0, 若 记 X=Q’X, U=Q’y, 
并 记 2= (Z15Z29°°° 2) , WU= (8 Un)’, 则 应 用 (55》 式 可 得 

tr(Q7 AQs) = x'Ax+YAY=2 040)z+u (QAQO 


= 5 Nef + YD Nu 
一 上 i=1 
= N21 + 11) + FNCz? + ur) 《58) 
im 2 


又 因 台 zi=2/2= XX=1, Bu? =UN=y’y=1, WU=X'y=0(2,0) 
十 列 正 交 阵 , 且 由 假设 入 宇和 % 宇 … 宇 hr, 故 (58) 式 可 化 为 : 
tr(Q% AQ,) hz + 12) + hz! + ut) 


=Ai(CZ1 +H1) +A(1 -ui+1~-z?) 
= (和 1 一 入)(z + u?) + 2A, (59) 
但 (z,w) 是 nx2 列 正 交 阵 ， 故 由 例 3 的 (53) 式 ( 取 r=2,i=1) 可 
知 : zi+u&z<1l， 故 (59) 式 化 为 - 
tr(Q'AQ,) <N + 和, (60) 
因为 《60〉 式 对 任何 nx2 列 正 交 阵 成 立 ， 故 得 


(tr(Q'AQ,)) <h + hy 


上 不 等 式 与 不 等 式 〈57) 合并 ， 就 得 到 〈54) 式 。 

从 本 章 处 理 问 题 的 过 程 可 以 看 出 ， 有 的 是 应 用 线性 代数 的 解析 理 
论 解决 线性 代数 的 “几何 ”理论 问题 ， 有 的 是 应 用 线性 代数 的 “ 几 
可 ”理论 解决 线性 代数 的 解析 理论 、 即 什 阵 论 的 问题 ， 有 的 则 是 两 者 
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的 混合 运用 。 所 以 ， 这 两 个 处 理 问 题 的 想法 均 需 掌握 好 ， 而 不 可 偏 废 
其 中 的 任何 一 个 。 


习 题 


1， 证明， 对 n 维 复 空间 V 上 任何 线性 变换 0， 必 存 在 复数 ， 使 
0 -ci*# 是 奇异 《 即 不 可 逆 ) 线性 变换 。 

《提示 ， 应 用 同 构 映射 0 一 4 以 及 代数 基本 定理 。，“ 复 系数 多 项 式 必 
有 复 根 。》 

2. ee s 间 V 上 的 线性 变换 ， 且 V 的 零 向 量 96 在 0 下 
的 原 象 只 有 一 个 。 又 设 0 至 少 有 三 个 不 同 的 特征 值 ， 且 W 是 (V 的 关 
于 ) o 的 不 要 子 间 ， 证 明 ， 必 存在 次 数 不 小 于 2 的 复 系 数 多 项 式 

g()， 使 多 是 g(0) 的 不 变 子 空间 。 

(提示 。 先 证 0 可 逆 ， 则 在 同 构 映 射 o 一 4 下， om"! 一 4A"!， 又 由 假设 
知 4 的 最 小 多 项 式 的 次 数 至 少 是 3， 故 A-!=g(4), 而 gCX) 的 次 数 
不 小 于 2 ， 再 由 多 是 0 -不 变 子 空间 的 假设 ,证 明 W 也 是 0-! -~ 不 变 
子 空间 。) 

3， 如 果 数 域 KK 上 nn 维 线性 空间 了 上 线性 变换 oc 有 r 重复 特征 值 
^ 和 ， 证 明 : 4(Vi) <r。 

《提示 :， 作 同 构 映 射 0 一 4， 并 应 用 第 十 一 章 的 定理 1 、2 以 及 第 五 
章 $3 例 1 的 结论 ) 

4. 证 明 :n 维 跑 氏 空间 V 必 可 分 解 为 有 限 个 关于 V 上 正 交 变 换 5 
的 一 维 不 变 子 空间 与 二 维 不 变 子 空间 的 下 和 。 

(提示 应 用 第 七 章 习 题 14 以 及 第 十 一 章 定理 8 ,定理 1 与 定理 2 ， 
并 仿照 本 章 81 例 3 之 证 法 。》 

5, 〈 喜 泰 因 又 世 (Steinitz) 痊 换 定理 ) 设 8,,p8:,…,8B: 是 线性 包 
LQ1,4;，…， 0s) 中 的 线性 无 关 向 量 ，t<s， 则 在 wise:，…*es 中 必 存 在 
Qj190Qj29'"' ,Qjs 使 

LQ1s02, "0s) = Li, Gj, "0 1» Bi, Bas ,Bt) 


《提示 : 设 QG( 工 (CCz，… “0s) ) =7, 应 用 VK" 的 结 论 化 为 r 维 列 向 
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空间 的 问题 进行 讨论 ， 或 直接 证 明 也 可 。) 

6. 用 欧 氏 空间 同 构 的 观点 证 明 : 设 4 与 8 是 欧 氏 空间 的 向 量 ， 
则 je 及 + jiB 玉 = Je+p 的 充 要 条 件 是 ，c 与 6 正 交 。 

7. 设 W 是 n 维 欧 氏 空间 V 的 非 平 凡 子 空间 ,， 且 V=W@OW! ， 
对 任 一 aEV，Q=Q,+Qw,， 作 对 应 ov: oa->cv。 

证明 ow 是 了 上 上 线性 变换 、 称 ov 为 正 射影 变换 。 

(二 ) 证 明 ow 是 自 共 轿 变 换 ， 且 是 稳 等 的 《有 即 cg = ov)。 

(证) n 维 欧 氏 空 间 V 上 任何 自 共 示 、 规 等 线性 变换 0 必 是 正 射 
影 变 换 ， 即 0 = ov， 试 证 之 。 

(iv) 设 o 是 n 维 欧 氏 空间 V 上 的 自 共 罗 变 换 ， 县 o 的 秩 为 r 
《 即 4CV)) =r)， 又 设 0 的 非 零 特征 值 Ai 的 重 数 为 ris i=1,2,.,5, 
r=r, 则 

0 =NO1 + ND, 十 十 和 s0Os 

其 中 0%i 是 穆 为 疡 的 正 射影 变换 ， 且 wi@;= 0*; ij, i,j =1,2, ,So 
〈 握 示 ，(D 、(ii) 、{(iii) 易 证 ， 对 (iv), 设 o 在 V 的 基 e1,…,en 下 
的 实 对 称 阵 是 4， 即 61; c 一 4， 则 由 假设 可 得 


| 0 
Mr ! 。 
和 Try | 


0 
Nilri 
0 


|  . 0 
在 6n 下 的 原 象 为 Ci， 由 (iiy) 知 @i 是 正 射 影 变 > 换 ; i= 1,2,..,So 再 由 
第 十 一 章 定 理 10 与 定理 11 即 得 证 。) 
8. 设 01,0,,…,0s 是 维 线性 空间 V 上 非 零 线 性 变换 , 证 明 ; 
*。266 。 


介 必 存在 cEY， 使 5i( 罗 关 0ji(0) ， 评 方 ij=1,2,…,s。( 让 ) 必 存在 
V 的 基 visas，…*an 使 0i0j 天 6; i=1,2,*…,S, j=1,2,.…,3。 
《提示 对 (i) 作 (oi 一 077(0)=Vi， 对 (让 作 Wt=07'(0)， 然 后 证 
站 或 Wr 全 是 V 的 非 平凡 子 空间 ， 再 用 本 章 33 例 3 之 结论 。》 

9. 用 全 线性 变换 环 与 全 矩阵 环 同 构 的 观点 以 及 本 章 (29) 式 证 明 ; 
(AB)<r(A), r(AB)<r(B)。 其 中 妇 与 8 为 同 阶 方 阵 。 

10. 证 明 任何 nxr 列 满 秩 阵 4 必 有 分 解 式 。 


R 
4=2L 0 ) 
其 中 4A 是 nn 阶 正 交 阵 ， 尺 是 r 阶 非 异 上 三 角 阵 。 
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